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Re´sume´
Le creusement du tunnel en terrain tectonise´ est toujours difficile notamment quand
le tunnel n’est pas creuse´ perpendiculairement au plan de discontinuite´. La stabilite´
en paroi n’est pas assure´ a` cause des de´formations tre`s importante, diffe´re´es et aniso-
tropes. Dans cette the`se nous de´veloppons une analyses des donne´es de convergence de
la descenderie de Saint-Martin-la-Porte qui est a` la base d’une e´tude the´orique sur l’as-
pect anisotrope du comportement des schistes Houillers rencontre´s lors du creusement.
Apre`s un e´tat d’art sur les solutions analytiques existantes, on pre´sente une me´thode
de traitement ge´ome´trique des mesures de convergence–nivellement et l’exploitation des
donne´es lithologiques et structurales afin de caracte´riser quantitativement l’anisotropie
de de´formation. Le de´veloppement d’une solution semi-analytique e´lastique, anisotrope
et l’application de cette solution dans le cadre de la me´thode des matrices de transfert
permet la ge´ne´ralisation au comportement non line´aire anisotrope. L’aspect diffe´re´ est
ensuite aborde´ implicitement par la de´gradation des parame`tres me´caniques du terrain.
Une application a` la descenderie de Saint-Martin-la-Porte est finalement re´alise´ et permet
d’identifier des parame`tres me´caniques du terrain a` court terme ainsi qu’a` long terme.
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Abstract
The excavation of a tunnel in tectonised ground is always difficult, especially when the
tunnel axis is not perpendicular to the plane of discontinuity. Stability may be problematic
because of a high, time-dependent, anisotropic deformation. On the basis of convergence
measurements from Saint-Martin-la-Porte gallery, we develop a theoretical analysis of the
anisotropic behavior of coal schist met during the excavation of the tunnel. A summary
on existing analytical solutions is first presented. Then we present a methodology for
processing geometric treatment of convergence data (leveling measurements and analysis
of lithological and structural data) allow to characterize quantitatively the anisotropy of
deformation. The development of a semi-analytical elastic anisotropic solution is extended
to the non linear behaviour within the frame of the transfer matrix method. The time-
dependent aspect is then modelled by the degradation of the mechanical parameters of
the ground. An application for the Saint-Martin-la-Porte gallery is finally proposed and
allows to identiy the short term and long term mechanical parameters of the ground.
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Introduction ge´ne´rale
Le projet de liaison ferroviaire Lyon-Turin s’inscrit dans la perspective des grandes
traverse´es alpines, confronte´es a` la proble´matique du creusement de tunnels a` grande
profondeur. La descenderie de Saint-Martin-la-Porte, pour la reconnaissance du projet
de tunnel de base Maurienne-Ambin, a connu des difficulte´s d’exe´cution a` partir de la
rencontre des schistes charbonneux du Houiller productif.
Les mate´riaux rocheux fortement tectonise´s, rencontre´s dans la descenderie de Saint-
Martin-la-Porte, sont caracte´rise´s par un comportement particulie`rement poussant (de´signe´
par les anglophones sous le terme  squeezing ground ) qui s’observe par les phe´nome`nes
typiques suivants :
– des convergences radiales me´triques, associe´es a` une zone de´comprime´e de grande
e´paisseur autour de la galerie ;
– un comportement diffe´re´ marque´, avec une difficulte´ a` stabiliser les de´formations
par des profils de soute`nement classiques ;
– un comportement anisotrope co¨ıncidant avec l’orientation pre´fe´rentielle des plans de
faiblesse me´canique principale, le tunnel e´tant globalement creuse´ en direction.
La pre´sente e´tude, conduite dans le cadre d’une collaboration de recherche entre LTF–
SAS, le CETU et le CERMES, a pour objectif l’identification et la caracte´risation du
comportement me´canique a` l’excavation des mate´riaux schisteux du Houiller productif
rencontre´s dans la descenderie de Saint-Martin-la-Porte. Dans cette optique, le retour
d’expe´rience est exploite´ a` travers la base de donne´es ge´ologiques qui constitue un e´le´ment
de validation pour les approches the´oriques de´veloppe´es.
Cette e´tude s’inscrit dans le cadre de la reconnaissance pour le futur tunnel de base.
La question de l’extrapolation du comportement observe´ a` la profondeur du tunnel de
base est essentielle. Le projet de recherche a e´galement pour objectif de re´pondre a` des
questions pratiques relatives au creusement dans les unite´s du Houiller, et qui concernent
notamment :
– l’e´volution des convergences dans le temps a` mesure que le front avance ;
– l’e´valuation des convergences finales pour e´valuer les pressions a` long terme sur le
reveˆtement.
Si l’anisotropie des convergences peut apparaˆıtre au premier abord comme un phe´no-
me`ne secondaire devant l’amplitude des de´formations et leur caracte`re diffe´re´, on conside`re
que cette anisotropie est :
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– de nature a` largement influencer les efforts transmis a` long terme sur les reveˆtements ;
– un facteur essentiel a` la description correcte des phe´nome`nes, compte tenu de sa
relation intrinse`que avec la structure du mate´riau (directions des plans de faiblesse
me´canique) et l’e´tat de contrainte au sein du massif a` l’e´chelle de l’ouvrage.
Ces deux aspects sont intrinse`quement lie´s aux objectifs de l’e´tude cherchant a` apporter
des re´ponses relatives a` l’extrapolation du comportement ge´ome´canique a` la profondeur
et pour la ge´ome´trie du tunnel de base. Ces conside´rations ont conduit a` mettre l’accent
sur la prise en compte de l’anisotropie observe´e dans la descenderie.
Le pre´sent me´moire est ainsi constitue´ de deux premiers chapitres, e´tablissant une
synthe`se bibliographique sur les volets technique et the´orique des tunnels en terrain tec-
tonise´. Les deux derniers chapitres exposent les de´veloppements originaux conduits dans
le cadre du pre´sent travail pour caracte´riser quantitativement l’anisotropie de de´formation.
Le chapitre 1 fait e´tat des observations ge´ne´rales dans le cadre du creusement de
tunnels dans des terrains qui exhibent des comportements atypiques de type  squeezing .
Une pre´sentation de la descenderie de Saint-Martin-la-Porte est propose´e en de´taillant le
contexte ge´ologique ainsi que les difficulte´s surmonte´es lors de la rencontre des terrains du
Houiller par la mise en œuvre de solutions innovantes. Ce retour d’expe´rience de chantier
est exploite´ de fac¸on de´taille´e dans le cadre du pre´sent travail.
Le chapitre 2 aborde les concepts the´oriques fondamentaux a` la base de l’e´tude du com-
portement des tunnels en terrain poussant. On s’inte´resse en particulier a` la mode´lisation
en terrain anisotrope ainsi qu’a` la prise en compte des effets diffe´re´s.
Conside´rant la prise en compte de l’anisotropie comme fondamentale pour une des-
cription correcte des phe´nome`nes, le chapitre 3 s’attache a` de´crire objectivement par un
traitement ge´ome´trique des donne´es la cine´matique observe´e dans la descenderie. On met
en e´vidence des axes principaux de de´formation, la galerie initialement circulaire adoptant
une forme elliptique au cours de l’avancement du front et du temps. Ainsi caracte´rise´es, les
de´formations principales sont e´tudie´es dans le cadre d’une loi de convergence approprie´e
permettant de de´coupler l’effet d’avancement du front et les effets diffe´re´s.
Dans le chapitre 4, on pre´sente le de´veloppement d’un mode`le de calcul de tunnel
dans un milieu e´lastique isotrope transverse et non–line´aire pour prendre en compte
la de´gradation des terrains a` proximite´ de la paroi. Ce mode`le est applique´ au cas de
la descenderie de Saint-Martin-la-Porte pour e´valuer par analyse inverse les proprie´te´s
me´caniques anisotropes du terrain a` partir des convergences a` court terme et a` long terme
donne´es par la loi de convergence.
Chapitre 1
Ouvrages souterrains en terrain
poussant
1.1 Comportement des tunnels en terrain poussant
1.1.1 Retours d’expe´rience
Les pays europe´ens ont de´veloppe´ au cours des XIXe et XXe sie`cles d’importantes
infrastructures de transport pour faciliter les e´changes transalpins. Le franchissement des
barrie`res naturelles constitue´es par les reliefs a ne´cessite´ la construction de nombreux
tunnels de grande longueur et a` grande profondeur.
Ouvrage
Date de
construction
Agglome´ration
Longueur
(m)
Couverture
maximale(m)
Type
Tunnel du Mont Cenis 1857-1871 Modane–Bardonecchia 12700 1600 Ferroviaire
Tunnel du St Gotthard 1872-1881 Go¨schenen–Airolo 15980 1800 Ferroviaire
Tunnel de l’Alberg 1880-1884 St Anton–Langen 10250 715 Ferroviaire
Tunnel du Simton I 1898-1806 Brigue–Iselle 19730 2135 Ferroviaire
Tunnel du Lo¨tschberg 1906-1813
Kandersteg–
Goppensrein
14500 800 Ferroviaire
Tunnel du Simpton II 1912-1921 Brigue–Iselle 19750 2135 Ferroviaire
Tunnel du Gd St Ber-
bard
1959-1964 Bourg St Pierre–Aoste 5800 700 Routier
Tunnel du Mont Blanc 1959-1964 Chamonix–Entre`ves 11600 2500 Routier
Tunnel San Benardino 1962-1967
Splu¨gen–San Berna-
dino
6596 500 Routier
Tunnel du St Gotthard 1969-1980 Go¨schenen–Airolo 16322 1800 Routier
Tunnel du Seelisberg 1970-1980 Altdorf–Beckenried 2x9300 1300 Routier
Tunnel du Tauern 1971–1975 Flachau–Zederhaus 6400 1567 Routier
Tunnel de Furka 1973-1982 Oberwald– Hospenthal 15400 1500 Ferroviaire
Tunnel de l’Arlberg 1974-1978 St Anton–Langen 13970 715 Routier
Tunnel du Fre´jus 1974-1979 Modane–Bardonnechia 12870 1800 Routier
Tab 1.1: Tunnels transalpins a` grande profondeur (Panet [1])
Ces grands ouvrages souterrains ont marque´ l’histoire de la construction des tunnels.
Leur creusement a souvent connu de se´rieuses difficulte´s d’origine ge´ome´canique qui ont
entraˆıne´ un accroissement des couˆts et des de´lais de construction. Ces difficulte´s ont eu
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trait principalement a` des venues d’eau sous forte pression et au comportement me´canique
des terrains sous des e´tats de contrainte e´leve´ dus aux fortes couvertures de terrain. Une
re´capitulation de ces tunnels transalpins est donne´e dans le TAB. 1.1.
Un comportement particulie`rement atypique est le phe´nome`ne de terrain poussant
( squeezing ground ) pour lequel on donne ci-dessous quelques exemples d’ouvrages
re´alise´s dans de telles conditions difficiles.
Tunnel du Fre´jus
Le tunnel routier du Fre´jus (Panet [1]), de 12,9 km de longueur et 10,5 m de largeur,
relie la ville de Modane en France et la ville de Bardonnechia en Italie, sous une couverture
moyenne de l’ordre de 1000 m (avec un maximum de 1800 m) impliquant un e´tat initial
de contrainte e´leve´.
Le tunnel est creuse´ dans les schistes lustre´s (calcschistes), dans la direction des plans
de schistosite´ incline´s de 25˚ a` 50˚ (FIG. 1.1). C’est un milieu anisotrope, caracte´rise´ par la
diffe´rence de vitesse de propagation des ondes selon 2 directions orthogonales (paralle`les
et orthogonales aux plans de schistosite´). Il fut creuse´ en pleine section a` l’explosif par
vole´es de 3,5 a` 4,5 m. De fortes convergences ont e´te´ mesure´es au cours du creusement :
supe´rieures a` 10 cm sur de nombreuses sections, elles atteignirent une valeur maximale de
50 cm, dans la direction orthogonale aux plans de schistosite´.
Figure 1.1: Tunnel du Fre´jus : flambage localise´ des bancs de schistosite´ paralle`les a` la
paroi (Panet [1])
L’e´tude de l’e´volution de la convergence a` l’arreˆt du front a montre´ un comportement
diffe´re´ du terrain, qui est caracte´rise´ par une e´volution dans le temps de la convergence
durant l’arreˆt du front, ainsi qu’une acce´le´ration imme´diate lors de la reprise du creuse-
ment (FIG. 1.2). Face au proble`me de forte convergence, une solution par soute`nement
lourd a e´te´ utilise´e, mais les ruptures dans le be´ton projete´ ont conduit a` recourir a` un
renforcement par boulons a` ancrage ponctuel a` forte capacite´ d’allongement (φ 20 mm
et 4,65 m de longueur) et la mise en place d’un treillis soude´ (pour re´duire le risque de
chutes des blocs). Dans les zones les plus de´favorables, la densite´ de boulonnage est de
1,2 boulons/m2. Un reveˆtement de 30 cm d’e´paisseur de be´ton a e´te´ mis en place apre`s 3
a` 4 mois d’excavation, lorsque le taux de convergence fut re´duit a` 0,5 mm/j.
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Figure 1.2: Tunnel du Fre´jus : mise en e´vidence des convergences diffe´re´es lors des arreˆts
du front (Sulem [2])
Tunnel du Lo¨tschberg
Le tunnel de base du Lo¨tschberg (Richard [3]), perce´ en 2005 sous les Alpes Suisses,
est long de 34,6 km. Il comprend 3 tronc¸ons excave´s a` l’explosif : deux en direction du
sud d’une longueur de 9,7 km chacun et un au nord d’une longueur de 8,6 km. Le tube
Est sera le seul exploite´ dans un premier temps. Entie`rement be´tonne´, son profil type est
en forme de fer a` cheval.
Le tunnel du Lo¨tschberg traverse des formations ge´ologiques tre`s diffe´rentes. Elles
vont de la roche se´dimentaire de qualite´ variable au granite, pre´sentant des re´sistances
a` la compression de 5 a` 200 MPa, en passant par une zone autochtone 1 associe´e a` des
arrive´es d’eau de l’ordre de 50 l/s. Au sud, une zone de roches se´dimentaires carbonife`res,
impre´vue, a e´te´ particulie`rement difficile a` franchir. Depuis le creusement en avril 2004
jusqu’au be´tonnage en septembre 2005, le terrain a converge´ jusqu’a` 80 cm. Les solutions
techniques ont privile´gie´ des soute`nements souples permettant de laisser le terrain conver-
ger pour re´duire les pressions a` reprendre par le reveˆtement tout en assurant la se´curite´
des travaux :
1. un terrain autochtone est un terrain qui n’a pas e´te´ de´place´ par un chevauchement
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– mise en place de cintres coulissants type TH 29 ;
– reprofilage apre`s les premie`res convergences ;
– mise en place de nombreux ancrages et armatures pour amortir les mouvements
re´siduels ;
– re´alisation de quatre a` six saigne´es longitudinales dans le be´ton projete´ d’une e´paisseur
de 50 cm.
Dans ces zones tre`s difficiles, on a laisse´ au terrain le temps de converger au maximum.
Le coffrage et le be´tonnage de´finitif ont e´te´ diffe´re´s pour autoriser la convergence du terrain
et limiter la pression a` long terme a` reprendre par le reveˆtement, re´alise´ avec un be´ton
spe´cial a` haute re´sistance B50 d’une e´paisseur maximale de 1,5 m.
Tunnel de Sidi Mezghiche
Le tunnel de Sidi Mezghiche (Panet [4]), de 990 m de longueur, est creuse´ dans un
massif rocheux de flyschs, qui se compose d’argilites lamine´es avec de nombreuses surfaces
de cisaillement lustre´es. La diffe´rence des vitesses de propagation d’onde dans 2 directions
orthogonales montre une anisotropie des proprie´te´s me´caniques.
Pendant l’excavation, on a observe´ un phe´nome`ne similaire a` celui du tunnel de Fre´jus.
Une convergence importance est mesure´e, de l’ordre de 10 cm, et peut atteindre 25 cm
dans les zones les plus de´favorables. Le front de taille n’e´tait pas stable, avec des chutes
de blocs apre`s l’excavation mais on l’a renforce´ par des boulons expansifs.
Le soute`nement utilise´ avant la chute des blocs consistait en des profile´s me´talliques
HEB 160 espace´s de 0,8 m recouverts par une couche de be´ton projete´ de 15 cm d’e´paisseur.
Un e´boulement du soute`nement s’est produit sur 100 m de longueur et a conduit a`
une convergence importance. De nombreux calculs en e´le´ments finis base´s sur les concepts
de la me´thode convergence - confinement ont e´te´ re´alise´s pour expliquer l’instabilite´ du
soute`nement. La forme de la section apre`s l’e´boulement a e´te´ ajuste´e, et un autre type de
soute`nement (HEB 200 espace´ 0,8 a` 1 m, avec une couverture en be´ton projete´ de 40 cm
d’e´paisseur) a e´te´ mise en place.
La FIG. 1.3 montre la de´pendance en temps et a` la distance au front de la convergence.
La premie`re section se situe avant la zone de forte convergence et la deuxie`me section se
situe dans la zone de l’e´boulement.
La hauteur de couverture du tunnel de Sidi Mezghiche est assez faible (65 m au maxi-
mum), et ne provoque pas une convergence importante. Les essais de la re´sistance des
roches ont e´te´ effectue´s et ont montre´ une faible re´sistance de la roche, ce qui est la raison
principale de la convergence importante.
Tunnel du Strenger
Le tunnel du Strenger fait partie de l’autoroute S16 (Tunnels & Tunnelling Interna-
tional Sept 2005), qui relie Landeck et Bludenz, en Autriche. Il est localise´ dans la re´gion
alpine, a` l’Ouest de l’Autriche. La plus grande partie du tunnel rencontre le  Lande-
cker Quarzphyllit , qui consiste en du quartz phyllithe et de la quartzite schisteuse. La
hauteur de recouvrement maximale est de 600 m. Le tunnel est creuse´ paralle`lement au
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Figure 1.3: Influence de l’avancement du front, tunnel du Sidi Mezghiche
plan de schistosite´. Un comportement particulie`rement poussant e´tait attendu. Au cours
de la construction, une forte convergence, de 600 mm au maximum, a e´te´ enregistre´e.
Un soute`nement flexible, constitue´ d’un be´ton projete´ de 20 cm d’e´paisseur, des cintres
flexibles en aciers, et des boulons autoforeur de 6 a` 8 m de long, a e´te´ mis en place.
Une de´formation asyme´trique s’est de´veloppe´e a` cause de la faible re´sistance du plan
de schistosite´, aggrave´e par la pre´sence d’une zone de faille a` proximite´ du tunnel. Une
rupture au long du plan de schistosite´ s’est forme´e due a` la contrainte circonfe´rentielle de
compression importante. Pendant l’excavation, un soule`vement jusqu’a` 1,5 m du radier a
e´te´ remarque´.
Pour limiter les de´placements au long des plans de schistosite´s, 30 boulons sont installe´s
par me`tre dans les zones critiques. Le soute`nement en be´ton projete´ n’est pas mis en place
de fac¸on continue. Il est subdivise´ longitudinalement par des saigne´es. C’est une me´thode
de´veloppe´e depuis 30 ans, lors de la construction du tunnel de l’Arlberg. Dans les zones
les plus de´favorables, quand les saigne´es sont ferme´es par l’e´volution des convergences, le
profil doit eˆtre re´-excave´
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Figure 1.4: Soute`nement par boulonnage et be´ton projete´ du tunnel du Strenger
1.1.2 Le phe´nome`ne de terrain poussant
De´finition du comportement poussant
Le phe´nome`ne de comportement poussant ( squeezing ground ) du massif rocheux
en tunnel a d’abord e´te´ de´crit de fac¸on phe´nome´nologique, par l’observation des de´sordres
et des solutions constructives de´veloppe´es pour y reme´dier. Les principes sous-jacents sont
aujourd’hui encore insuffisamment compris.
Ce phe´nome`ne peut recouvrir chez certains auteurs une large gamme de comportement.
Hoek [5] propose une classification des terrains poussants qui va des de´formations relati-
vement faibles en paroi jusqu’a` celles atteignant plus de 10 %. Il retient essentiellement
que le phe´nome`ne fait simplement re´fe´rence a` une re´duction de la section transversale au
cours de l’avancement du front.
Du point de vue empirique, le rocher poussant pre´sente une faible re´sistance, une forte
de´formabilite´ et un comportement radoucissant (caracte´rise´ par des essais triaxiaux, avec
des de´formations a` la rupture de l’ordre de 10 % et des caracte´ristiques re´siduelles faibles).
La pre´sence d’eau souterraine et de pressions d’eau importantes sont favorables a` l’appa-
rition du phe´nome`ne. Un drainage a` partir d’une galerie pilote ou d’un ouvrage pre´alable
a un effet favorable a` la maˆıtrise du phe´nome`ne.
Panet [6] de´crit ce phe´nome`ne par l’apparition, ge´ne´ralement a` grande profondeur dans
les roches schisteuses et argileuses, de fortes convergences (typiquement pluri–de´cime´triques),
qui accompagnent l’avancement du front de taille mais continuent a` croˆıtre avec le temps
au–dela` de la distance d’influence du front de taille. Les de´formations diffe´re´es sont
pre´ponde´rantes et souvent anisotropes (Kovari et Staus [7]). L’ampleur de la conver-
gence, le taux de de´formation et l’extension de la zone plastique de´pendent des conditions
ge´ologiques et ge´otechniques, de l’e´coulement d’eau, des pressions interstitielles et des
proprie´te´s du massif rocheux.
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Une de´finition du comportement poussant publie´ par l’ISRM 2 et reprise par Barla [8]
est la suivante :  Squeezing of rock is the time dependent large deformation which occurs
around the tunnel and is essentially associated with creep caused by exceeding a limiting
shear stress. Deformation may terminate during construction or continue over a long time
period .
Kovari [9] mentionne qu’il n’existe pas de de´finition sans ambigu¨ıte´ du phe´nome`ne. Il
est bien souvent difficile de se´parer les phe´nome`nes : dans un rocher de faible re´sistance
contenant des mine´raux argileux, le processus de rupture s’accompagne de gonflement
(de´pendant lui aussi du temps).
Kovari [10] mentionne e´galement l’extreˆme variabilite´ de l’intensite´ du phe´nome`ne pour
une meˆme me´thode, un meˆme soute`nement, une meˆme couverture, une meˆme lithologie,
sur de courtes distances. L’influence de la profondeur n’a pas pu eˆtre de´montre´e par
les observations. En fait, les variations de re´sistance et de de´formabilite´ du terrain ont
une influence beaucoup plus forte sur les de´formations et les pressions que l’effet de la
profondeur.
Facteurs pre´ponde´rants
Steiner [11] retient les facteurs d’influence suivants :
– type de roche (lithologie) ;
– re´sistance et fracturation du massif rocheux (tectonisation) ;
– orientation de la structure (re´seau de discontinuite´s : stratification, schistosite´, frac-
tures, ...) ;
– e´tat de contrainte (couverture) ;
– pression interstitielle (hydroge´ologie) ;
– proce´de´s de construction ;
– syste`mes de soute`nement.
Lithologie Les roches manifestant des phe´nome`nes de terrain poussant sont de natures
ge´ologiques/pe´trographiques varie´es :
– roches magmatiques ou me´tamorphiques alte´re´es : gneiss micace´s, phyllades, schistes
– roches se´dimentaires alte´re´es : argilite, tuf, certains flysch, mudstone
– mine´raux pre´ponde´rants (= phyllosilicates) : micas, chlorite, serpentine, mine´raux
argileux ; mais pre´sentent syste´matiquement une structure oriente´e. L’orientation
des mine´raux lamellaires a une influence forte sur le comportement observe´.
Re´sistance et fracturation Steiner [11] mentionne que le comportement poussant est
lie´ a` la nature de la roche et a` sa structure. Les roches fortement fracture´es peuvent a`
la limite avoir les caracte´ristiques d’un sol (selon l’importance des discontinuite´s, de leur
niveau de fracturation et d’alte´ration, dans le comportement global). Cette description
est en fait attribuable aussi bien au phe´nome`ne de terrain poussant qu’au phe´nome`ne de
gonflement, les mine´raux planaires e´tant a` l’origine des deux phe´nome`nes qui sont donc
intrinse`quement difficiles a` distinguer.
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Dans les roches de re´sistance faible vis-a`-vis de l’e´tat naturel des contraintes, et sous la
condition que le rocher pre´sente un comportement ductile, les grandes de´formations non
line´aires sont dues aux contraintes de´viatoriques sous une faible pression de confinement
en paroi. Dans les roches pre´sentant une re´sistance a` la compression e´leve´e sous un e´tat
de contrainte e´galement e´leve´, et en cas de comportement fragile qui se manifeste par
exemple par la de´croissance tre`s rapide de la courbe effort-de´formation dans un essai de
compression, on assiste plutoˆt a` des phe´nome`nes d’e´caillage et de de´compression brutale
en paroi ( rock-burst ).
Orientation de la structure Le phe´nome`ne de rocher poussant est e´galement souvent
caracte´rise´ par une anisotropie lie´e a` l’e´tat de contrainte pre´existant ou a` la structure du
mate´riau, sans que l’on parvienne dans beaucoup de cas a` distinguer clairement les deux
effets qui peuvent se combiner.
Dans les massifs schisteux, l’influence de l’anisotropie des roches est un facteur pre´ponde´-
rant, les convergences e´tant particulie`rement fortes dans des galeries creuse´es en direction
des bancs de schistosite´. Les de´formations dans la direction normale aux plans de schisto-
site´ re´sultent de ruptures par flambement des feuillets schisteux. Par exemple, les conver-
gences observe´s dans le tunnel routier du Fre´jus ont e´te´ relativement importantes alors
qu’elles sont reste´es tre`s faibles dans les galeries dont l’axe est perpendiculaire a` celui du
tunnel.
Le front de taille peut aussi eˆtre le sie`ge de grandes de´formations et d’instabilite´s, en
particulier pour les grandes sections. Toutefois, dans la configuration d’un creusement en
direction, il est ge´ne´ralement observe´ une bonne stabilite´ du front de taille (Kovari [9]).
La maˆıtrise de l’extrusion par des techniques de pre´soute`nement et de confinement du
front par boulonnage restant essentielle.
E´tat de contraintes : L’e´tat des contraintes naturelles est de fac¸on ge´ne´rale difficile a`
appre´hender. L’e´tat actuel des contraintes re´sulte du champ de gravite´ et des de´formations
tectoniques (actuelles et passe´es conduisant a` des contraintes re´siduelles). Dans le contexte
alpin, l’approximation sommaire consistant a` conside´rer la contrainte principale majeure
verticale due au poids des terres (poids spe´cifique moyen sur la hauteur de recouvrement)
est vraisemblablement errone´e.
La pre´vision de l’e´tat de contrainte sous une chaˆıne de montagne doit re´sulter de la
combinaison de plusieurs approches (Panet [6]) :
1. la connaissance des de´formations tectoniques ;
2. la collecte de toutes les mesures locales de contraintes (surcarottage, hydrofractura-
tion,. . . ) ;
3. l’analyse du comportement du massif rocheux et des formes de rupture autour des
ouvrages souterrains et des forages (ovalisation, discage,. . . ) ;
4. l’interpre´tation des mesures in situ dans les sondages et les galeries du site ;
5. la mode´lisation 3D du champ de contrainte duˆ a` la gravite´ en tenant compte du
relief sur une zone suffisamment e´tendue.
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Dans le tunnel du Tauern, Steiner [11] met en e´vidence que dans des mate´riaux sem-
blables (phyllites, calcitiques et graphitiques), les convergences sont millime´triques pour
les faibles profondeurs, centime´triques a` de´cime´triques pour les plus fortes profondeurs.
Il e´voque un seuil de recouvrement de l’ordre de 300-400 m pour lequel les fortes conver-
gences apparaissent de fac¸on abrupte. Si le phe´nome`ne sous–entend souvent de fort re-
couvrement, la FIG. 1.5 montre que de fortes convergences peuvent se manifester aussi a`
des profondeurs de moins de 200 m.
Figure 1.5: Cas de tunnels avec des sections pre´sentant des phe´nome`nes de squeezing :
profondeur d’excavation et ge´ologie (d’apre`s Kovari et Staus [7])
La plupart des retours d’expe´rience existant ne permet pas de mettre en e´vidence
l’effet de la profondeur sur l’amplitude des convergences. Les convergences et les pres-
sions de soute`nement peuvent eˆtre extreˆmement variables pour une meˆme roche, un
meˆme soute`nement et une meˆme couverture. Les variations pe´trographiques semblent
essentielles meˆme si elles peuvent eˆtre extreˆmement subtiles dans des formations qui
apparaissent homoge`nes a` grande e´chelle (exemple de la nappe des schistes lustre´s du
Fre´jus). L’influence ne´faste du recouvrement sur l’intensite´ du phe´nome`ne re´sulte plus de
conside´rations the´oriques que d’observations objectives.
Hydroge´ologie Le phe´nome`ne de terrain poussant fait re´fe´rence aux grandes de´forma-
tions diffe´re´es pendant le creusement des tunnels. La pre´dominance des effets du temps
sur la re´ponse du terrain a` l’excavation sous-entend :
– soit un phe´nome`ne de fluage : tendance a` la de´formation sous contrainte de ci-
saillement constante (le fluage e´tant surtout observe´ pour les ouvrages sous forte
contrainte, dans les roches me´diocres fortement de´formables et faiblement re´sis-
tantes) ;
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– soit un phe´nome`ne de consolidation : observe´ dans le cas des tunnels en terrain
acquife`re peu perme´able.
On met en e´vidence deux e´tats limites du processus transitoire :
– le comportement a` court terme est de type non draine´, a` teneur en eau constante ;
– le comportement a` long terme est caracte´rise´ par le re´tablissement du champ de
pression interstitielle vers un e´tat permanent.
Steiner [11] de´crit le tunnel du Simplon de 20 km (premier tube 1898-1906 et deuxie`me
tube 1912-1921), sous une profondeur maximale de 2000 m, dans des schistes micace´s
contenant de la chlorite. Cet exemple montre l’effet favorable du drainage pre´alable par
une galerie a` l’avancement. Le premier tube a en effet traverse´ une zone de 50 m en 7 mois
par une galerie pilote de 3 x 3 m. Les effets moindres du comportement poussant dans le
second tube sont attribue´s a` une e´volution de la pression interstitielle et des contraintes
effectives. Le second tube fuˆt creuse´ a` 20 m du pre´ce´dent dans une zone de´comprime´e ou`
le drainage (re´duction de la pression interstitielle) et la consolidation ont eu pour effet
de re´duire le potentiel de squeezing. Par ailleurs, dans les zones ou` la schistosite´ e´tait
subhorizontale un radier renforce´ a duˆ eˆtre installe´, pour que le soute`nement constitue
effectivement un anneau ferme´ transmettant les efforts du radier a` la vouˆte.
1.1.3 Identification du comportement poussant
On pre´sente ici a` titre d’exemples les approches propose´es par Singh et al. [12], Jethwa
et al. [13], Aydan et al. [14] et Hoek et Marinos [5] toutes quatre cite´es par Barla [8].
Approche empirique
A partir de la qualite´ du massif rocheux, exprime´e dans le cadre de la classification
ge´ome´canique propose´e par Barton (Q system), et de la hauteur de couverture H, Singh et
al. [12] ont trace´ une ligne de de´limitation de´finie pour diffe´rencier les cas  squeezing  et
 non-squeezing  suivant les indications de la FIG. 1.6. L’e´quation de cette ligne est :
H = 350Q1/3
Approche semi-empirique
Approche de Jethwa [13] : La mesure du potentiel de  squeezing  de la roche peut
se baser sur l’utilisation du  nombre de stabilite´ , qui est de´fini comme le rapport de la
re´sistance a` la compression uniaxiale σcm de la roche et de l’e´tat de contrainte initial a` la
profondeur du tunnel γH duˆ aux terrains de couverture :
Nc =
σcm
p0
=
σcm
γH
Jethwa et al. [13] ont par exemple propose´ une estimation du potentiel de  squee-
zing  selon le sche´ma suivant (FIG. 1.7) :
– Nc < 0, 4 : squeezing e´leve´ ;
– 0, 4 < Nc < 0, 8 : squeezing moyen ;
– 0, 8 < Nc < 2, 0 : squeezing le´ger ;
– Nc > 2, 0 : squeezing inexistant.
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Figure 1.6: Identification du comportement poussant (Singh et al. [12])
Figure 1.7: Identification du terrain poussant selon Jethwa [13]
Notons que le crite`re correspondant a` l’absence de comportement poussant (Nc > 2, 0)
est tout simplement traduit par le fait que pour un mate´riau e´lasto-plastique parfait,
celui-ci reste inde´finiment e´lastique au cours du creusement.
Approche d’Aydan : Aydan et al. [14], [15], en se basant sur les expe´riences des
tunnels au Japon, a propose´ une estimation similaire du  nombre de stabilite´  Nc en
supposant que la re´sistance a` la pression uniaxiale σcm du massif est e´gale a` celle de la
roche intacte. La FIG. 1.8 pre´sente statistiquement les conditions de  squeezing  des
tunnels au Japon. Le seuil σci
γH
= 2 est mis en e´vidence pour l’apparition du comportement
poussant du terrain.
18 Chapitre 1. Ouvrages souterrains en terrain poussant
Figure 1.8: Approche d’Aydan et al. [14] pour la pre´vision du comportement  squee-
zing 
Approche de Hoek et Marinos : Hoek et Marino [5] et Hoek [16] ont e´galement
utilise´ le rapport Nc pour estimer le potentiel de  squeezing . La de´formation radiale
du tunnel εt, de´finie comme le pourcentage du rapport du de´placement radial et du rayon
du tunnel, est donne´e par une relation approximative :
εt(%) = 0, 15
(
1− pi
γH
)
σcm
γH
−(3 piγH+1)/(3,8
pi
γH
+0,54)
(1.1)
En analysant des cas historiques de tunnels a` Ta¨ıwan et au Venezuela, Hoek et Marino
[5] ont finalement propose´ le sche´ma repre´sente´ a` la FIG. 1.9 pour l’estimation du potentiel
de  squeezing .
Dans la descenderie de Saint-Martin-la-Porte, le tronc¸on ou` un tel comportement pous-
sant tre`s marque´ est observe´ (a` partir du PM 1250) se situe sous un couverture de plus de
250 m. Une e´tude sur le comportement du massif, re´alise´e par Barla et al. [17], a de´termine´
les caracte´ristiques de la roche intacte suivantes :
– re´sistance a` la pression uniaxiale σci = 15, 3 MPa ;
– mi = 8, 97
– GSI de l’ordre de 20–30 a` court terme. La corre´lation de Hoek [18] permet de
de´terminer la re´sistance a` la pression uniaxiale du massif rocheux de l’ordre de
σcm = 1, 17 MPa a` σcm = 1, 59 MPa.
En adoptant un valeur moyenne du poids volumique des terrain a` la descenderie γ =
2700 kg/m3, on peut calculer le  nombre de stabilite´  du terrain dans la descenderie de
Saint-Martin-la-Porte Nc =
σcm
γH
= 0, 17− 0, 24.
L’application des approches semi–empirique pre´sente´es ci-dessus pour le cas de la
descenderie de Saint-Martin-la-Porte montre un potentiel de  squeezing  tre`s e´leve´, qui
correspond au comportement re´el observe´ au chantier.
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Figure 1.9: Classification du comportement poussant (Hoek et Marinos [5])
1.1.4 Prise en compte du phe´nome`ne dans la conception en
me´thode conventionnelle
Le caracte`re principal de la me´thode conventionnelle est que le tunnel est creuse´ par
pas d’avancement, qui est de l’ordre du me`tre en terrain meuble. L’excavation doit eˆtre
stable jusqu’a` ce qu’un syste`me de soute`nement soit mis en place.
Une ouverture large e´tant sujette a` des proble`mes d’instabilite´ au front de taille. On
distingue :
– l’excavation en section divise´e : consiste en un avancement late´ral du tunnel puis en
vouˆte et en radier (FIG. 1.10, FIG. 1.11a), qui est utilise´ largement dans les terrains
de faible re´sistance, car il re´duit le risque d’instabilite´ du front en raison de la section
d’ouverture limite´e ;
– l’excavation en demi–section : tout d’abord en vouˆte et puis en stross (FIG. 1.11b),
la distance entre la demi–section en stross et en vouˆte e´tant supe´rieure a` 50 m, afin
d’e´viter l’interfe´rence entre les deux e´quipes de travaux ;
– l’excavation en pleine section : la totalite´ de la section est ouverte dans un pas
d’avancement (FIG. 1.11c).
Pour ce type de creusement, on re´alise d’abord le creusement de la partie supe´rieure
de la section, la partie infe´rieure e´tant re´alise´e avec un de´calage dans le temps. Un
soute`nement temporaire doit e´ventuellement eˆtre mis en place. Le reveˆtement de´finitif
est ge´ne´ralement mis en place apre`s que l’excavation de la totalite´ de la section ait e´te´
re´alise´e.
Un creusement en section divise´e a souvent e´te´ privile´gie´ avec un soute`nement tempo-
raire mis en place avant creusement du stross, en partie supe´rieure (cintres, blindage, be´ton
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Figure 1.10: Excavation late´rale
Figure 1.11: Me´thodes d’excavation conventionnelle (Kovari [10])
projete´, be´ton). Mais les phases de reprise de soute`nement sont extreˆmement ne´fastes pour
la maˆıtrise des de´formations et la me´thode ne´cessite e´ventuellement des soute`nements
spe´cifiques en section infe´rieure (micropieux,  jet-grouting ). La me´thode d’excavation
en pleine section, propose´e pour la premie`re fois par Lunardi [19] dans des terrains de
faible re´sistance, a e´te´ applique´e avec succe`s sur quelques chantiers de tunnel, notamment
le tunnel de Tartaiguille creuse´ dans les argiles marneuses du Stampien. Ce type de creu-
sement donne lieu au de´gagement complet de la section principale de l’ouvrage en une
seule fois. Les me´thodes de creusement pleine section sont de nos jours privile´gie´es pour
permettre un degre´ e´leve´ de me´canisation (utilisation de mate´riels lourds).
En contrepartie, des reprofilages de la section peuvent eˆtre parfois ne´cessaires en terrain
tre`s de´formable. Kovari et Staus [7] limitent leur propos aux ouvrages de 90-150 m2 de
section excave´e, et indiquent que les sur-excavations initiales ou les e´paisseurs de be´ton de
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l’ordre du me`tre conduisent a` largement majorer les sections d’excavations pour assurer
la section utile de l’ouvrage, dans les tunnels sujets au phe´nome`nes de comportement
poussant.
Abattage des terrains La technique de l’excavation a` l’explosif est tre`s ancienne mais
reste encore, dans de nombreuses situations, la plus e´conomique (tunnel de Fre´jus, Lo¨tsch-
berg. . . ).
Figure 1.12: Machine a` attaque ponctuelle sur le tunnel de Tartaiguille (d’apre`s Martin
et Sa¨ıtta [20])
Dans les roches tendres (craies, marnes, schistes alte´re´s. . . ), l’usage de l’explosif est
efficacement remplace´ par l’emploi de machines a` attaque ponctuelle. Elles s’inspirent
directement du travail du mineur : un bras articule´ vient ”gratter” et abattre le terrain du
front (FIG. 1.12). Progressivement, l’engin excave la section entie`re par un cheminement
adapte´. Ces machines mobiles peuvent eˆtre une adaptation directe des haveuses a` pics
de l’industrie minie`re, un Brise-Roche Hydraulique (BRH) ou bien simplement une pelle
retro de chantier. Lorsque le terrain s’y preˆte (Rc < 80 MPa), le rendement de cette
me´thode est bien meilleur que l’explosif.
Ce proce´de´ de creusement apporte toutefois son lot d’inconve´nients : bruits et poussie`res,
difficiles a` combattre dans un milieu confine´.
Principes de soute`nement
Le syste`me de soute`nement a pour principal objectif de stabiliser la paroi du tunnel
au cours de l’excavation. Il a en plus un roˆle de protection et de se´curite´ pour le personnel
travaillant en souterrain (chutes de blocs). Plus le soute`nement est installe´ proche du front,
plus il est efficace.Cependant, s’il est place´ trop pre`s du front, son chargement augmente et
peut conduire a` sa rupture. On le distingue du reveˆtement dont l’objectif est de reprendre
les efforts du terrain a` long terme.
Soute`nement rigide Les tentatives pour s’opposer aux fortes de´formations par un
soute`nement rigide, pose´ pre`s du front de taille constitue´ de cintres me´talliques lourds
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type HEB et de be´ton projete´, sont ge´ne´ralement voue´es a` l’e´chec sinon a` de grandes
difficulte´s. Ce type de soute`nement qui ne permet que les petites de´formations est mal
adapte´ aux mauvais terrains. Les coques en be´ton renforce´es par des cintres lourds se
rompent par exce`s d’effort normal 3.
Soute`nement souple Il s’agit d’un soute`nement constitue´ de be´ton projete´ et de cintres
coulissants qui ont un profil en V. La FIG. 1.13 montre par exemple la section transversale
et l’assemblage des cintres TH a` l’aide d’e´triers de serrage. Au–dela` d’un certain seuil d’ef-
fort normal dans les cintres, le coulissement des e´le´ments l’un sur l’autre permet d’e´viter
la rupture et de conserver la capacite´ du soute`nement.
Figure 1.13: Section transversale et assemblage du cintre TH
Le be´ton projete´ en association avec des boulons est efficace pour controˆler le pro-
cessus de de´formation. Une simple coque continue de be´ton projete´ se fissure lorsque les
de´formation exce`dent 10−3, puis se rompt pour des convergences plus fortes. Sur le tunnel
routier du Fre´jus coˆte´ franc¸ais, le soute`nement a e´te´ assure´ par un boulonnage a` ancrage
ponctuel (ruptures lors des premie`res fortes convergences avec une adaptation utilisant
des aciers a` haute capacite´ d’allongement).
La solution consistant a` diviser la coque de be´ton par des saigne´es et a` utiliser des
cintres coulissants a e´te´ teste´e dans les tunnels autrichiens du Tauern et de l’Arlberg. Di-
viser la coque en segments, se´pare´s par du vide et associe´s a` des cintres coulissants pour
s’accommoder aux de´formations sans rompre le soute`nement, est l’illustration typique du
principe de soute`nement de´formable par opposition aux syste`mes de soute`nements rigides.
Dans le tunnel de Galgenberg (Autriche), des e´le´ments compressibles a` faible couˆt ont
e´te´ utilise´s. Des tubes me´talliques perfore´s, de 120 mm de diame`tre, installe´s entre les
le`vres de la saigne´e, permettent de limiter le transfert d’effort normal (plafonne´ a` 100-200
kN). La courbe effort-de´formation pre´sente toutefois un profil en dents de scie, corre´le´es
3. pour le soute`nement ou` les cintres supporte l’essentiel des efforts, la rupture du soute`nement se
produit par la rupture des cintres
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avec les plis successifs du cylindre, qui ne favorise pas le controˆle continue de la pression
de confinement applique´e.
Par ailleurs, de nouveaux boulons re´injectables apre`s les premie`res de´formations im-
portantes ont e´te´ utilise´s pour ce projet. Blu¨mel [21] e´tudie la capacite´ de soute`nement
des boulons scelle´s dans les mate´riaux poussants. Si les boulons sont installe´s pre`s du front
dans une zone ou` les vitesses de convergence sont e´leve´es (plusieurs cm/j), un de´placement
relatif important survient aux contacts boulon/scellement/terrain avant la prise.
Kovari et Staus [7] expliquent le fonctionnement de diffe´rents types de soute`nement
soumis a` une pression anisotrope (FIG. 1.14).
Figure 1.14: Capacite´ de soute`nement du be´ton projete´, des cintres et des boulons,
en fonction d’une re´partition anisotrope (elliptique) de la pression autour de la section
(Kovari et Staus [7])
Renforcement du terrain
Quand le tunnel franchit une zone difficile dans laquelle les proprie´te´s me´caniques du
terrains sont faibles, il convient tout d’abord de renforcer les terrains. En ge´ne´ral, il existe
deux types de renforcement :
Renforcement par boulonnage Le choix du type de boulon de´pend du terrain, de la
pre´sence d’eau, de la cadence des travaux (temps de prise du scellement), et de conside´ra-
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tions lie´es a` la pre´servation de l’environnement. On distingue deux grands types de bou-
lons :
1. Les boulons actifs a` ancrage pontuel : ils ne sont fixe´s au terrain qu’a` deux
extre´mite´s, en fond de forage par un syste`me d’ancrage et en paroi par une plaque
me´tallique. On privile´giera ces boulons pour les roches dures. Ils sont ge´ne´ralement
mis en tension donc actifs sauf en cas de terrain poussant. Des inclusions longues
sont utilise´es pour le soute`nement des grandes cavite´s, par des cables scelle´s loin de
la paroi par injection d’un coulis de ciment ;
2. Les boulons passifs a` ancrage re´parti : qui ne sont sollicite´s que par le de´placement
du terrain. Il s’agit une tige scelle´e au terrain par toute sa longueur par un coulis de
mortier ou une re´sine (boulons scelle´s) ou une tige scelle´e directement au terrain par
emmanchement force´ (tube fendu) ou par hydro-gonflage (de´pliage d’un tube). Ces
boulons, particulie`rement adapte´s aux roches tendres, ont maintenant pratiquement
remplace´ leurs aˆıne´s a` ancrage ponctuel car ils sont tre`s rapides a` mettre en place
et agissent imme´diatement.
Renforcement par injection Cette technique conside`re a` injecter une re´sine ou un
mortier dans le terrain pour ame´liorer sa rigidite´, sa re´sistance et/ou diminuer sa perme´a-
bilite´. On distingue les types d’injection suivants :
– Injection a` faible pression : sous faible pression, la re´sine pe´ne`tre dans les pores
du terrain sans le de´structurer.
– Injection a` haute pression : sous haute pression d’injection, la re´sine, au lieu de
se propage dans les pores, cre´e des fissures et les remplit. Ce type d’injection est
souvent utilise´ pour le confortement des radiers.
– Jet-Grouting : Le Jet-Grouting est un proce´de´ d’ame´lioration de sol dans la masse
qui utilise un jet de fluide a` haute e´nergie cine´tique pour de´structurer le terrain et le
me´langer avec un coulis liquide de manie`re a` former un be´ton de sol. La technique
du Jet-Grouting fait ainsi appel, se´pare´ment ou en combinaison, a` trois phe´nome`nes
physiques :
– De´structuration du terrain en place par un jet liquide a` haute e´nergie cine´tique
– Extraction d’une partie du terrain jusqu’a` la surface au cours du traitement
– Incorporation d’un liant exte´rieur apporte´ par le coulis
1.2 La descenderie de Saint-Martin-la-Porte
En Octobre 1991, sur la base des e´tudes pre´liminaires, le sommet de Viterbe a de´cide´
de lancer une e´tude de faisabilite´ de´taille´e de la liaison Lyon–Turin. En de´cembre 1994,
lors du sommet d’Essen, l’Union Europe´enne a affirme´ que le projet Lyon–Turin est re-
connu comme l’un des 14 projets prioritaires europe´ens. En juin 2001, l’Union Europe´enne,
l’Union Internationale des Chemins de Fer (UIC), la Communaute´ des Chemins de Fer
Europe´ens (CCFE), l’Union Internationale des Transports Publics (UITP) et l’Union des
Industries Ferroviaires Europe´ennes (UNIFE) se sont engage´es a` de´finir une strate´gie com-
mune pour constituer un re´seau ferroviaire europe´en d’ici 2020. Pour l’Europe, il faut cre´er
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un axe d’e´quilibre au sud de l’arc alpin. Il s’agit aussi de se doter d’un levier pour favoriser
les e´changes e´conomiques, consolider la compe´titivite´ des pays de l’Europe du sud comme
la France, le Portugal, l’Espagne et l’Italie. Cette nouvelle liaison sera un contrepoids
efficace a` l’axe Rhin–Danube, notamment en direction des pays de l’Est nouvellement
entrants. Le Lyon–Turin se situera au centre des axes de liaison entre le Nord et le Sud
de l’Europe (Londres–Amsterdam–Milan) ainsi qu’entre l’Est et l’Ouest, de Lisbonne a`
Budapest et, a` plus long terme, Kiev.
Figure 1.15: Installation de la liaison Lyon–Turin dans le re´seau ferroviaire Europe´en
A l’issue de l’accord intergouvernemental franco–italien de Janvier 2001  pour la
re´alisation d’une nouvelle ligne ferroviaire Lyon–Turin , la socie´te´ LTF 4 a e´te´ cre´e´e le 3
Octobre 2001 avec pour mission de conduire les e´tudes et les travaux de reconnaissance,
avec notamment la re´alisation des descenderies de Villarodin-Bourget/Modane, Saint-
Martin-la-Porte et La Praz, pour pre´parer les de´cisions des gouvernements.
En juillet 2002, le projet a e´te´ lance´ par le de´but du creusement de la descenderie de
Villarodin-Bourget/Modane. En mars 2003, les travaux de creusement a` la descenderie de
Saint–Martin–la–Porte ont de´bute´.
Le terrain fortement tectonise´ rencontre´ au cours du creusement de la descenderie
de Saint-Martin-la-Porte pre´sente un comportement particulie`rement poussant. On de´crit
ci-dessous l’ouvrage, la ge´ologie, les proble`mes rencontre´s au cours du creusement et les
me´thodes mises en place pour y faire face.
4. Lyon Turin Ferroviaire
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1.2.1 Description de l’ouvrage
Trace´ en plan et profil en long
Le creusement de la Descenderie de Saint-Martin-la-Porte a commence´ en mars 2003,
avec une longueur envisage´e de 2000 m environ, pour une fin des travaux pre´vue en mars
2005. Suite aux proble`mes de convergence rencontre´s, le trace´ (en plan et en long) a e´te´
adapte´ pour des questions de de´lais d’atteinte du trace´ du tunnel de base, au pied de la
descenderie correspondant aux attaques d’e´ventuelles futures galeries de reconnaissance
et des attaques pour le creusement du tunnel de base proprement dit. La longueur totale
de la descenderie sera au final de 2330 me`tres, re´alise´e dans le cadre d’un premier marche´
du PM 0 au PM 1545, puis dans le cadre d’un second marche´ depuis le PM 1545.
Pt D : X=923127.8
          Y=333597.9
          Z=694.9
Jonction descenderie-galerie
X=924591.9
Y=334903.0
Z=620.7
Figure 1.16: Vue en plan de la descenderie (positionnement du pied de la descenderie et
des galeries de reconnaissances dans l’axe du tunnel de base)
La ge´ome´trie de la descenderie peut eˆtre de´crite en quatre tronc¸ons (FIG. 1.16) :
1. le premier ascendant a` 1 % sur environ 800 m de longueur, en alignement droit a`
l’entre´e suivi par une courbe a` gauche de 700 me`tres de rayon ;
2. le deuxie`me descendant a` environ 8 % sur environ 700 me`tres de longueur en ali-
gnement droit ;
3. le troisie`me en pente de 3 % environ, et en courbe a` droite de 250 m de rayon et
250 m de longueur ;
4. le quatrie`me d’une longueur de 550 m environ, comportant une pente puis une rampe
d’environ 0,5 % pour rejoindre l’axe des voies du futur tunnel, sous une couverture
de 650 me`tres environ, point qui constitue le de´part des galeries de reconnaissance
e´ventuelles sur le trace´ du tunnel de base.
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Les orientations des ouvrages sont les suivantes :
– descenderie SMP : tronc¸on 2 PM 800-1500 : N50 5SE
– descenderie SMP : tronc¸on 4 PM 1750-2300 : N95 2S
– tunnel de base au pied de la descenderie : N130
Objectifs de la descenderie
Les objectifs du creusement de la descenderie de Saint-Martin-la-Porte peuvent eˆtre
de´crits selon trois phases :
– en phase pre´liminaire :
– connaˆıtre les conditions de creusement du tunnel ferroviaire dans des terrains
particuliers et varie´s (structure et contexte ge´ologique et ge´otechnique), sous des
couvertures de plusieurs centaines de me`tres, en vue de la de´finition des modes
de creusement, y compris au tunnelier le cas e´che´ant et de soute`nement ;
– e´valuer les couˆts de re´alisation et les de´lais ;
– pre´voir les difficulte´s techniques pour la re´alisation du tunnel ;
– tester la valorisation des de´blais pour la confection de granulats ;
– en phase de construction :
– engager le creusement du tunnel proprement dit sur plusieurs fronts d’attaque
simultane´ment ;
– acce`s pour les divers chantiers souterrains ;
– ventilation du chantier ;
– en phase d’exploitation :
– ventilation et de´senfumage du tunnel de base ;
– acce`s des interventions de maintenance et de secours.
1.2.2 Contexte ge´ologique
En dehors des formations superficielles re´centes (coˆne d’e´boulis), les terrains rencontre´s
par la descenderie appartiennent aux zones structurales internes des Alpes, caracte´rise´es
par une grande complexite´ ge´ologique tant lithologique que structurale. Fondamentale-
ment, le secteur de la descenderie est caracte´rise´ par le chevauchement de la zone Houille`re
brianc¸onnaise sur la zone sub-brianc¸onnaise. La surface de chevauchement correspondant
au Front du Houiller, est jalonne´e par des formations triasiques d’anhydrites et gypses.
Terrains rencontre´s par la descenderie
Tre`s sche´matiquement, depuis son entre´e en terre, la descenderie de SMP recoupe trois
ensembles distincts : un coˆne d’e´boulis, l’e´peron du Pas du Roc (lui meˆme constitue´ de
l’unite´ du Perron des Encombres et du Front du Houiller) et le flanc Ouest du Mont
Brequin.
Le coˆne d’e´boulis Sur les 60 premiers me`tres, la descenderie traverse un coˆne d’e´boulis
compose´ :
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– pour le premier tiers par une grave mal classe´e d’e´le´ments millime´triques a` de´cime´tri-
ques avec peu de fines ;
– pour le tiers central, d’e´boulis partiellement consolide´s ;
– et pour le tiers final, d’e´boulis comportant des gros blocs pouvant atteindre plusieurs
me`tres de diame`tre.
Le recouvrement maximal au–dessus de vouˆte est de 50 me`tres.
L’e´peron du Pas du Roc Au droit de l’e´peron du Pas du Roc, la descenderie recoupe
d’une part l’unite´ du Perron des Encombres et d’autre part le Front du Houiller. Le re-
couvrement maximal au droit de l’e´peron du Pas du Roc est de 225 me`tres environ.
L’unite´ du Perron des Encombres (ou nappe du Pas du Roc) appartient a` la zone
sub-brianc¸onnaise. Elle est constitue´e de calcaires, de calcaires marneux, de schistes et de
dolomies d’aˆge Jurassique Moyen (Dogger) et Jurassique infe´rieur. Ces formations sont
fortement tectonise´es a` l’approche de l’accident tectonique du Front d’Houiller, comme en
te´moignent des valeurs de RQD tre`s faibles (10 a` 30 %).
Le Front du Houiller est un accident tectonique marquant le chevauchement de la zone
brianc¸onnaise (Houiller) par dessus la zone sub-brianc¸onnaise. Il est constitue´ de forma-
tions triasiques d’anhydrites et de gypses.
Le flanc ouest du Mont Brequin Au droit du flanc ouest du Mont Brequin, la descen-
derie recoupe les terrains de la zone du Houiller (zone houille`re brianc¸onnaise) constitue´s
de gre`s, de schistes et de veines de charbon (socle permo-houiller). Le recouvrement maxi-
mal au–dessus de la vouˆte est de 650 me`tres environ. Il s’agit d’une zone tre`s difficile a`
appre´hender, en raison de sa complexite´ tant lithologique que structurale.
L’ensemble de la zone houille`re brianc¸onnaise pre´sente une structure plicative tre`s pro-
nonce´e et une fracturation bien de´veloppe´e. Du point de vue lithologique, cette formation
est constitue´e essentiellement de deux facie`s, le facie`s gre´seux et le facie`s schisteux et/ou
charbonneux. D’Ouest en Est, la zone houille`re peut eˆtre divise´e en deux grandes unite´s
lithologiquement distinctes :
– Le Houiller dit  productif , constitue´ par de gre`s alternant avec des schistes noirs
et aussi des veines de charbons relativement nombreuses. Les niveaux schisteux
et charbonneux sont globalement pre´dominants sur les niveaux gre´seux. Le Houiller
 productif  est constitue´ par deux unite´s, l’Unite´ des Encombres du Houiller (aussi
appele´e  houiller productif fortement tectonise´ ) et l’Unite´ du Brequin/Orelle
(aussi appele´e simplement  houiller productif ).
– Le Houiller dit  ste´rile , compose´ par l’Unite´ de la Praz et l’Unite´ de Fourneaux,
constitue´ d’alternances de gre`s localement arkosiques (dits gre`s de La Praz) et
de schistes noirs. Au contraire du Houiller  productif , les niveaux gre´seux sont
pre´dominants sur les niveaux schisteux et charbonneux. Les veines de charbon ren-
contre´es sont en proportions notablement infe´rieures.
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Le passage d’une unite´ a` l’autre est vraisemblablement graduel et sa position n’a pas
pu eˆtre de´termine´e avec pre´cision. Le Houiller  ste´rile  sera traverse´ exclusivement par
la galerie de reconnaissance en direction de l’Est depuis le pied de la descenderie.
Le Houiller productif Le Houiller  productif  est caracte´rise´ par deux facie`s, le facie`s
gre´seux et le facie`s schisteux et/ou charboneux, et peut eˆtre divise´ en deux zones comme
de´ja` indique´ pre´ce´demment. Dans le Houiller  productif  fortement tectonise´ (Unite´ des
Encombres du Houiller), le massif rocheux est caracte´rise´ par une pre´dominance des facie`s
schisteux et/ou charbonneux (60 %) sur les facie`s gre´seux (25 %) et par une proportion
significative de niveaux broye´s tectoniquement (15 %). Cette zone fortement tectonise´e
se caracte´rise par la juxtaposition de terrains de diffe´rentes natures, avec un degre´ de
fracturation tre`s e´leve´ (plans de fracture bien de´veloppe´s) et par une tectonique complexe
et intense. Le Houiller  productif  (Unite´ du Brequin/Orelle) se caracte´rise par une
augmentation des niveaux gre´seux par rapport aux facie`s schisteux et/ou charbonneux,
d’autant plus nette que l’on va vers l’Est et par la pre´sence d’une faille antithe´tique fai-
blement incline´e vers l’Ouest. Dans cette unite´, la fracturation est moins de´veloppe´e, et
ce, d’autant plus qu’on se dirige vers l’Est. Globalement, dans tout l’ensemble de la zone
du Houiller, la re´sistance des facie`s gre´seux est de 15 a` 20 % supe´rieure a` celle des facie`s
schisteux.
Les terrains recoupe´s par la partie de´ja` excave´e de la descenderie depuis le PM 810,
(point d’entre´e de la descenderie dans la zone houille`re brianc¸onnaise) appartiennent ex-
clusivement a` l’unite´ des Encombres du Houiller. A priori, la structuration ge´ne´rale fait
que l’ensemble de la partie de la descenderie restant a` re´aliser devrait e´galement eˆtre
excave´e dans cette unite´. La fiabilite´ de la pre´vision doit eˆtre qualifie´e quand meˆme de
moyenne a` mauvaise, compte tenu de la complexite´ tectonique de la zone. L’incertitude
concerne principalement le pied de la descenderie, qui pourrait rencontrer la limite entre
l’unite´ des Encombres du Houiller et l’unite´ du Brequin/Orelle (la limite e´tant une zone
de faille ou un couloir de fracturation), ou bien entrer dans les terrains de l’unite´ du Bre-
quin/Orelle, avec une transition graduelle entre les deux unite´s.
Les essais re´alise´s ont qualifie´ l’ensemble de la zone houille`re brianc¸onnaise comme
e´tant une zone affecte´e par un degre´ de fracturation fort a` moyen et par un degre´ de
tectonisation e´galement fort a` moyen, mais se re´duisant d’Ouest en Est. A` partir de ces
essais, la valeur moyenne du RQD obtenue est de 45 %, ce qui correspond a` une roche
de qualite´ me´diocre, et la valeur moyenne du RMR est de 35-40, ce qui correspond a` une
roche de qualite´ me´diocre. L’indice de qualite´ obtenu apre`s mesure des vitesses d’onde
dans les terrains a` diffe´rentes profondeurs confirme une densite´ de fissuration moyenne a`
tre`s forte. Globalement cette formation se re´ve`le donc de qualite´ ge´otechnique moyenne.
Les caracte´ristiques me´caniques du massif sont, effectivement, notablement plus faibles
dans les zones plus fracture´es et alte´re´es et dans les accidents d’origine tectonique comme
les failles, zones de contact anormal et les zones de cisaillement, ou` le degre´ de fracturation
et d etectonisation est le plus e´leve´. Ce fait de´montre que les caracte´ristiques me´caniques
du massif sont donc fonction du degre´ de fracturation et de tectonisation, et sont fortement
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influence´es par la direction de la schistosite´. Selon les essais, les parame`tres ge´ome´caniques
des terrains pre´sentent syste´matiquement des valeurs meilleures dans les formations de
l’Unite´ du Brequin/Orelle que dans celles des Encombres.
Cependant, le creusement de la descenderie a de´montre´ que les terrains traverse´s sont
de qualite´ encore plus faible que pre´vu initialement dans les essais re´alise´s. Il s’agit en
effet de la zone de la descenderie ou` les conditions de creusement ont e´te´ les plus diffi-
ciles et ou` ont e´te´ mesure´es les plus fortes convergences. La diffe´rence constate´e entre le
comportement re´el et le comportement attendu, est due au fait que la plupart des essais
ont e´te´ re´alise´s sur des e´chantillons de roche de meilleure qualite´ que la moyenne des
roches excave´es, en raison de la difficulte´ de pre´le`vement d’e´chantillons et de confection
des e´prouvettes dans les zones les plus mauvaises.
Dans les mate´riaux du Houiller, les travaux de la descenderie n’ont pas rencontre´ de ve-
nue d’eau significative, hormis quelques suintements et de faibles e´coulements, ge´ne´ralement
dans les zones schisteuses et au niveau des auto-foreurs. La perme´abilite´ en grand du mas-
sif reste faible, la fracturation importante e´tant caracte´rise´e par une forte alte´ration et
une argilisation des discontinuite´s.
Le profil ge´ologique actualise´ en mars 2007 (PM 1543) est illustre´ dans la FIG. 1.17.
Figure 1.17: Coupe ge´ologique simplifie´e de la descenderie actualise´e en mars 2007
1.2.3 Me´thode d’excavation et difficulte´s rencontre´es
La me´thode de creusement repose sur une excavation conventionnelle a` l’explosif ou a`
la machine a` abattage ponctuel.
Le creusement dans la se´rie de roches carbonate´es (calcaires, dolomies, marnes, . . . )
n’a pas pose´ de proble`me particulier. La rencontre du front du Houiller constitue´ du Trias
dolomitique (anhydrite et gypse) s’est e´galement de´roule´e sans difficulte´. L’entre´e dans
l’unite´ des Encombres au PM 810 conduit a` la rencontre des mate´riaux du Houiller par-
ticulie`rement tectonise´s compose´s d’une alternance de gre`s, de schistes et de charbon.
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Des de´poˆts fluvio-glaciaires, dont l’origine n’est pas clairement e´tablie dans le mode`le
ge´ologique actuel, rencontre´s sous une couverture de 150 a` 200 m de couverture, depuis
le front du houiller jusqu’au PM 912, et restant dans la zone d’influence au-dessus de la
vouˆte jusqu’au PM 987 (FIG. 1.17), ont e´te´ traverse´ en section divise´e a` une cadence de
l’ordre de 10 m/j avec traitement des mate´riaux non cohe´rents. Cette zone he´te´roge`ne
influence´e par les de´poˆts fluvio-glaciaires n’a pas e´te´ e´tudie´e dans la pre´sente e´tude.
A partir du PM 987, l’excavation est re´alise´e en pleine section par passe de 1 a`
2 m en raison de la disparition des alluvions en calotte. Les terrains rencontre´s sont
syste´matiquement les mate´riaux schisto-gre´seux du houiller dans lesquels le creusement de
la descenderie est rendu difficile par un comportement poussant particulie`rement marque´.
Les convergences dans certaines zones de´passent 1 m et continuent d’e´voluer avec une
vitesse de convergence qui atteint quelques centime`tres par jour. De plus, l’ovalisation
de la section initialement circulaire montre un comportement anisotrope tre`s marque´
(FIG. 1.18). Les convergences me´triques et le comportement diffe´re´ conduisent a` des dif-
ficulte´s d’exe´cution, avec notamment la rupture des soute`nements classiques rigides.
Figure 1.18: Ovalisation de la section initialement circulaire au PM 1340 (d’apre`s Ma-
thieu [22])
L’interpre´tation globale des donne´es ge´ologiques disponibles sur le site (leve´s de sur-
face, sondage de reconnaissance, reconstitution ge´ologique de la descenderie) tend a` mettre
en e´vidence l’existence d’une zone de cisaillement de forte e´paisseur dans les terrains du
Houiller a` l’Est du front de chevauchement.
Cette zone de cisaillement est marque´e par une tectonisation intense du massif rocheux
notamment observe´e a` front dans la descenderie. La coupe ge´ologique de la FIG. 1.19
montre par ailleurs l’existence de glissements superficiels poste´rieurs aux phe´nome`ne de
cisaillement.
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Les de´veloppement pre´sente´s cherchent a` e´tudier plus spe´cifiquement cette zone forte-
ment tectonise´e, en focalisant sur le comportement anisotrope observe´.
L’e´tat de contrainte in situ re´sultant de ces diffe´rents e´ve´nements reste toutefois difficile
a` appre´hender.
Figure 1.19: Coupe ge´ologique et structurale extraite de l’expertise du Professeur Mar-
tinotti. En rouge, est repre´sente´e la surface de glissement d’apre`s des documents LTF
1.2.4 Soute`nements mis en œuvre
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Figure 1.20: Soute`nement type P-2 (a) et P7-2 (b)
Soute`nement type P-2 A la sortie de la zone alluvionnaire, un soute`nement rigide
type P-2 (FIG. 1.20a) a e´te´ mis en place a` partir du PM 981 avec :
– une excavation en pleine section par pas de 1 ou 2 m (a` l’explosif 150 kg/vole´e de 2
m) ;
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– un confortement du front avec environ 52 fibres de verre de 15 m tous les 9 ml, puis
40 fibres de 24 m tous les 18 m (6 me`tres d’ancrage minimal au front) ;
– une couche de be´ton projete´ de 5 cm en vouˆte et pie´droits (RIG : renforcement
imme´diat de se´curite´) ;
– des cintres lourds HEB 180 tous les me`tres en vouˆte et contre-vouˆte, avec mise en
place simultane´e de 2 cintres en cas de vole´e de 2 m ;
– une couche de be´ton projete´ B25 de 30 cm (be´ton de remplissage entre cintres) ;
– des boulons auto-foreurs de 8 m en rein et pie´droit, avec 8 b/ml, mis en place a`
10-15 m du front (10 b/ml a` partir du PM 1034 en base de pie´droits, 8 boulons
supple´mentaires entre les PM 1150-1172).
Une cadence de 2 a` 3 m/j a e´te´ re´alise´e avec ce syste`me de creusement-soute`nement.
Avec l’augmentation du recouvrement, des de´formations d’ordre centime´trique puis de´cime´-
trique ont e´te´ rencontre´es, associe´es a` une fissuration syste´matique et l’e´caillage de la coque
de be´ton projete´ en plaques, ainsi qu’a` des ruptures de boulons. Du PM 1190 au PM 1217,
une fissuration tre`s forte et un flambement des cintres lourds en pie´droit a e´te´ rencontre´e
en parement gauche, qui a ne´cessite´ le renforcement syste´matique par 7 range´es de boulons
de 12 m/ml de galerie.
Soute`nement type P7-2 L’impossibilite´ de maintenir un syste`me de soute`nement ri-
gide (type P2) au-dela` de 250 m de profondeur a conduit a` rechercher des solutions de
soute`nement s’adaptant aux fortes convergences rencontre´es et tenant compte de l’aug-
mentation de couverture.
Plusieurs variantes ont e´te´ teste´es sur le principe d’un syste`me de soute`nement souple
(boulonnage, saigne´es dans le be´ton projete´ . . . ) destine´ a` accompagner et controˆler les
convergences. A partir du PM 1217, le profil type P7-2 (FIG. 1.20b), avec des variantes
P7-2b et P7bis, qui comprend deux zones (A pre`s du front et B a` 10 m du front), est
constitue´ typiquement par :
– une excavation pleine section par passes de 1 m ;
– un boulonnage de front de se´curite´ ;
– en zone A : une couche de be´ton projete´ RIG de 5 a` 10 cm d’e´paisseur en vouˆte,
pie´droits, et contre-vouˆte, arme´ d’un treillis soude´ de protection en vouˆte et pie´droit ;
– en zone A : des boulons HA 22 b/ml de 5 m en vouˆte et pie´droit (110 m/ml) ;
– en zone B : une couche de be´ton projete´ de 15 cm, arme´ d’un treillis soude´ en vouˆte,
pie´droit et radier, et comprenant 4 saigne´es (5 a` partir du PM 1230) ;
– en zone B : des boulons auto-foreurs, avec 12 b/ml de 8 m, et boulons HA, avec 4
b/ml de 5 m (116 m/ml) ;
– coque de´finitive de be´ton projete´ de 20 cm mise en oeuvre a` 40 m du front.
Le principe du soute`nement souple de type P7-2 consiste a` renforcer le terrain par
un boulonnage radial dense, court pre`s du front puis plus long a` 10 m du front, a` laisser
le terrain converger en autorisant la fissuration de la premie`re coque de be´ton projete´, a`
assurer la maˆıtrise de la fissuration de la deuxie`me coque par des saigne´es longitudinales
et appliquer en fin de de´confinement la coque de´finitive pour la reprise des sollicitations
diffe´re´es.
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La fissuration en vouˆte du PM 1217 au PM 1230, associe´e a` la pre´sence de schistes
charbonneux en partie droite de la vouˆte, a conduit aux adaptations suivantes :
– sous-chargement de la vole´e supe´rieure droite ;
– mise en place de mini-vouˆtes parapluie : entre 15 et 25 swellex de 4 m (PM 1226-
1254), auto-foreurs de 6 m (PM 1256-1261), auto-foreurs de 8 m (PM 1263-1274).
Puis progressivement, les e´le´ments suivants ont e´te´ teste´s au cours de l’avancement :
– 34 HA de 5 m a` partir du PM 1238, soit une densite´ de 1 b/m2 (170 m/ml) ;
– remplacement des HA courts en zone A par des swellex ;
– mise en place de plaques de polystyre`ne dans les saigne´es ;
– treillis soude´ de´place´ de l’extrados vers l’intrados du be´ton projete´ pour limiter
l’e´caillage ;
– be´ton projete´ remplace´ par du be´ton projete´ fibre´.
Soute`nement type P7-3 Compte tenu des contraintes mesure´es dans le be´ton et
de l’augmentation de la hauteur de couverture, un nouveau soute`nement (type P7-3
(FIG. 1.21)) a e´te´ adopte´ a` partir du PM 1267 avec :
– une excavation pleine section par passes de 1 m ;
– un boulonnage de front de se´curite´, puis un confortement par fibres de verre a` partir
du PM 1282 ;
– une vouˆte parapluie de 20 auto-foreurs de 8 m tous les 2 m en appui sur les cintres
TH (espace´s de 50 cm) ;
– un traitement aure´olaire en vouˆte par injection de re´sine polyure´thane (10-20 l/m3,
a` 40 bars), abandonne´ a` partir du PM 1276 ;
– une couche de be´ton projete´ RIG de 5 a` 10 cm, arme´ d’un treillis soude´ de protection
150x150x8 en vouˆte et pie´droit ;
– un boulonnage de se´curite´ de type swellex, avec 10 b/ml de 4 m en vouˆte (40 m/ml) ;
– des boulons auto-foreurs, avec 24 b/ml de 8 m en vouˆte et pie´droit et plaques S4 de
blindage (1 sur 2), et 10 b/ml de 4 m en radier (232 m/ml) ;
– un cintre coulissant TH 44/58 tous les me`tres avec e´pinglage au terrain ;
– coque de´finitive de be´ton projete´ de 30 cm d’e´paisseur mise en oeuvre a` 40 m du
front.
Sur le meˆme principe que les soute`nements pre´ce´dents, le soute`nement type P7-3 repose
sur un boulonnage dense, court puis plus long, ajoute des cintres coulissants accompa-
gnant les convergences ainsi qu’un enfilage aure´olaire, mais abandonne les saigne´es dans
le be´ton projete´.
Les plus fortes convergences ont e´te´ observe´es avec ce syste`me de soute`nement dans
une zone particulie`rement tectonise´e. Les convergences avant reprofilage sont de l’ordre
de 2 me`tres du PM 1265 au PM 1341 et restent supe´rieures a` 1 me`tre apre`s le PM 1341.
Le reprofilage de la section a e´te´ ne´cessaire pour respecter le gabarit final de l’ouvrage.
Le soute`nement type DSM phases 2 et 3 de´fini ci-dessous a e´te´ utilise´ lors de cette reprise
a` partir du PM 1325.
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Figure 1.21: Soute`nement type P 7-3
Soute`nement type DSM Depuis le PM 1385, un nouveau phasage de construction
avec un syste`me de soute`nement de´formable type DSM (FIG. 1.22) a e´te´ applique´ compte
tenu des enseignements pre´ce´dents. La version expe´rimentale de ce profil type est de´nomme´
DSMXX dans le cadre du premier marche´. Celui-ci cherche a` optimiser la me´thode de
creusement en 4 phases :
– phase 0 : renforcement du noyau d’avancement et vouˆte parapluie, constitue´ de :
– un renforcement aure´olaire par fibres de verre sur une e´paisseur de 2 a` 3 m autour
de la vouˆte ;
– un confortement du front par fibres de verre.
– phase 1 : excavation par pas de 1 m de la partie supe´rieure de la section (environ
3/4) et mise en oeuvre du soute`nement DSM phase 1, constitue´ de :
– une couche de be´ton projete´ fibre´ RIG de 10 cm d’e´paisseur, arme´ d’un treillis
soude´ de se´curite´ 150x150x8 a` l’intrados ;
– des boulons de se´curite´ swellex, avec 10 b/ml de 4 m en vouˆte (40 m/ml) ;
– des boulons autoforeurs de 8 m, avec 26 b/ml (206 m/ml) en vouˆte et pie´droits
et plaques S4 de blindage (1 sur 2), et 11 b/ml en radier (88 m/ml) ;
– un cintre coulissant TH 44/58 tous les me`tres avec e´pinglage au terrain et be´ton
projete´ de blocage des pieds de cintres.
– phase 2 : neutralisation et reprofilage du soute`nement DSM phase 1, conduisant a`
une section globalement circulaire, et mise en oeuvre du soute`nement DSM phase 2
(la distance entre les deux chantiers e´tant de l’ordre de 15 a` 25 m), constitue´ de :
– une couche de be´ton projete´ de 20 cm comprenant jusqu’a` 9 e´le´ments en be´ton
compressible dans des saigne´es longitudinales ;
– un cintre TH 44/58 tous les me`tres (apre`s neutralisation du cintre de phase 1),
en vouˆte et contre-vouˆte.
– phase 3 : mise en oeuvre du reveˆtement de´finitif, constitue´ d’un anneau confortatif
en be´ton coule´ de 1 m d’e´paisseur installe´ a` environ 80 m du front de taille.
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Figure 1.22: Soute`nement type DSM : vues longitudinale en 3 phases et transversale
(Rettighieri [23])
Le profil type DSM adopte une ge´ome´trie globalement circulaire avec une excava-
tion presque pleine section (3/4 en phase 1). Il est constitue´ d’e´le´ments de soute`nement
souples dans les deux premie`res phases, avec un boulonnage dense du front de taille et de
la pe´riphe´rie de la galerie de`s la premie`re phase, associe´ a` des cintres coulissants et une
couche de be´ton projete´ comportant des e´le´ments compressibles dans des saigne´es dans la
deuxie`me phase. Il est pre´vu que la convergence ainsi controˆle´e ne de´passe pas 600 mm
en phase 1 et 400 mm en phase 2. L’anneau de be´ton coule´ reprend les sollicitations lie´es
au fluage du terrain a` long terme.
De manie`re sche´matique, les diffe´rents profils mis en oeuvre sur le line´aire du PM 980
au PM 1545 sont re´capitule´s dans le TAB. 1.2. Le tronc¸on e´tudie´ dans le pre´sent me´moire
concerne plus particulie`rement les zones :
– PM 1250-1267 : profil P7-2 ;
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– PM 1267-1400 : profil P7-3 ;
– PM 1400-1550 : profil DSM.
PM date
profil
reprofilage reveˆtement
cadence a cadence m/j b
type m/mois (20j/mois)
981-1217 17/11/2004-
P2 ne´ant ne´ant 39 1,95
(236m) 27/05/2005
1217-1266 27/05/2005-
P7-2 ne´ant ne´ant 25 1,25
(50 m) 11/08/2005
1267-1385 11/08/2005-
P7-3
1267-1325 (48 m) : ne´ant ne´ant
12 0,6
(118 m) 31/05/2006
1325-1385 (60 m) :
be´ton 1m
DSM phase 2
1385-1545 12/06/2006- DSM
DSM phase 2 be´ton 1m 16 0,8
(160 m) 31/03/2007 phase 1
Tab 1.2: Re´capitulatif des soute`nements applique´s sur le line´aire e´tudie´
a. Estimation moyenne
b. Estimation moyenne
1.3 Conclusion
Le comportement poussant manifeste´ a` grande profondeur par certaines roches pose
des proble`mes d’exe´cution difficiles. L’adaptation et l’optimisation des me´thodes de creu-
sement et de conception des soute`nements ne´cessitent une bonne connaissance du com-
portement du terrain et des me´canismes en jeu lors de l’excavation.
L’e´tude envisage´e porte exclusivement sur la caracte´risation du comportement me´ca-
nique des terrains poussants axe´e sur l’exploitation des donne´es ge´ologiques et d’auscul-
tation disponibles sur la descenderie de Saint-Martin-la-Porte, qui constitue actuellement
une galerie de reconnaissance pour le projet du tunnel de base Lyon-Turin.
Depuis l’entre´e dans les mate´riaux du houiller productif de l’unite´ des Encombres,
le creusement a connu des difficulte´s d’exe´cution. Une zone particulie`rement difficile a
conduit a` des convergences en paroi de´passant 2 m, qui e´voluent dans le temps, meˆme a`
grande distance du front de taille. L’e´tude pre´sente´e porte sur l’exploitation du tronc¸on
PM 1250-1550 et cherche a` prendre en compte les phe´nome`nes de type  squeezing
ground  observe´s a` Saint-Martin-la-Porte : convergences me´triques, effets diffe´re´s, aniso-
tropie des convergences.
On s’inte´ressera plus particulie`rement au comportement anisotrope clairement observe´
dans la descenderie.

Chapitre 2
Mode´lisation des tunnels
2.1 Bases de la mode´lisation du comportement des
roches
La me´canique des sols et des roches prend naissance d’une part dans la recherche d’ex-
plications qualitatives et quantitatives aux phe´nome`nes naturels observe´s et d’autre part
dans l’activite´ des inge´nieurs cherchant les meilleures solutions techniques pour maˆıtriser
le comportement des terrains dans les travaux d’exploitation des ressources naturelles et
dans les ame´nagements civils ou militaires.
2.1.1 Comportement des roches dans les essais de laboratoire
Comportement sous compression uniaxiale
Une me´thode souvent utilise´e pour e´tudier les proprie´te´s me´caniques des roches consiste
a` soumettre un e´chantillon cylindrique a` un essai de compression axiale. Pour une certaine
contrainte applique´e, les de´formations sont mesure´es et la courbe contrainte–de´formation
est obtenue.
Au cours d’un essai de compression uniaxial, trois phases se succe`dent (selon Bieniawski
[24] FIG. 2.1). La premie`re phase dite phase de serrage correspond a` fermeture des micro-
fissures orthogonales a` la direction du chargement. Juste apre`s cette phase, on observe une
phase quasi-line´aire
(
de σS1 a` σ
F
1
)
. On de´finit alors un module d’Young E et un coefficient
de Poisson ν. L’effet du coefficient de Poisson provoque une extension dans la direction
horizontale, qui s’exprime par une de´formation ne´gative 1. La plage de variation de E est
tre`s grande, allant de quelques milliers de MPa pour des marnes a` plus de 100 GPa pour
certains gre`s siliceux. Le coefficient de Poisson est quant a` lui le plus souvent compris
entre 0,2 et 0,3.
1. Conforme´ment a` la convention dans le domaine de me´canique des sols et des roches, une de´formation
ne´gative correspond a` une extension et une de´formation positive correspond a` une compression
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Figure 2.1: Principales phases du comportement d’une roche au cours d’un essai de
compression simple (d’apre`s Bieniawski [24])
Sur la courbe contrainte-de´formation, la phase line´aire se poursuit jusqu’a` σL1 mais la
courbe de de´formations volumiques (εv = ε1 + 2ε3) ne l’est plus. La seuil de fissuration σ
F
1
se caracte´rise par la fin de la line´arite´ de la de´formation transversale ε3 et de la de´formation
volumique. Cette phase correspond a` la cre´ation et a` l’ouverture de micro-fissures, par
flambement paralle`le a` l’axe de l’e´prouvette. La stabilite´ globale reste assure´e. Au-dela`
de σL1 , aux alentours de 80 % de la re´sistance maximale, la roche a un comportement
instable, avec un volume qui augmente (foisonnement ou dilatance) et des fissures qui se
propagent rapidement. En absence de contrainte de confinement, la re´sistance maximale
σM1 est e´gale a` la re´sistance a` la compression simple, note´e Rc, de la roche. La re´sistance de
compression simple est le parame`tre de base de la plupart des classifications en me´canique
des roches. Le TAB. 2.1 pre´sente a` titre d’exemple la classification de la SIMR 2.
Re´sistance en
Terme descriptif
compression simple (MPa)
Rc > 200 tre`s e´leve´e
60 < Rc ≤ 200 e´leve´e
20 < Rc ≤ 60 mode´re´e
6 < Rc ≤ 20 faible
Rc < 6 tre`s faible
Tab 2.1: Classification des roches a` partir de la re´sistance en compression simple
Comportement sous compression triaxiale
Dans les essais de compression simple ou sous faible confinement, la de´formation des
roches au-dela` de la re´sistance maximale s’accompagne d’une chute de re´sistance rapide ;
le comportement des roches est dit fragile. L’augmentation du confinement s’accompagne
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de l’accroissement de la charge de rupture et aussi du changement du mode de rupture.
Les roches peuvent avoir un comportement ductile et capable de subir une de´formation
plus importante sans se rompre. Au fur et a` mesure de l’accroissement du confinement,
on peut distinguer (FIG. 2.2) :
– le comportement fragile ;
– le comportement ductile avec radoucissement ;
– le comportement ductile avec palier de re´sistance ;
– le comportement ductile avec e´crouissage.
Figure 2.2: Diffe´rents types du comportement d’une roche en fonction de la contrainte
de confinement
2.1.2 Discontinuite´s dans les massifs rocheux
Nature et origine des discontinuite´s
Lorsque qu’on observe un massif rocheux d’origine se´dimentaire ou un massif dans
une zone ayant subi des actions tectoniques, le caracte`re le plus e´vident est la pre´sence
de surfaces de discontinuite´s. Ces discontinuite´s sont de nature et d’origine diffe´rentes,
et sous certaines sollicitations, n’assurent pas la continuite´ des de´formations normales et
tangentielles.
Stratification Les plans de stratification sont les surfaces qui de´limitent les strates des
roches se´dimentaires. Elles sont caracte´rise´es par une tre`s grande extension, et parfois par
la pre´sence de mate´riaux argileux leur confe´rant une faible re´sistance au cisaillement.
Diaclases Les diaclases repre´sentent des discontinuite´s se´parant deux compartiments
sans mouvement relatif apparent.
Les failles Les failles re´sultent d’un mouvement relatif entre les deux compartiments
qu’elles se´parent. Selon le mouvement relatif des compartiments, on distingue les failles
normales, inverses ou de de´crochement.
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La schistosite´ D’origine tectonique, les plans de schistosite´ mate´rialisent le de´bit des
roches en feuillets paralle`les sous l’action de contraintes tectoniques. Les plans de schis-
tosite´ refle`tent souvent le fait que des micas sont re´oriente´s, ont cristallise´ ou recristal-
lise´ a` plat sur ces plans. A` ce titre, la schistosite´ est souvent caracte´ristique des roches
me´tamorphiques par la venue de mine´raux de ne´oformation. La schistosite´ existe presque
syste´matiquement dans des roches qui ont e´te´ de´forme´es (plissements, zones de failles)
sous une pression lithostatique suffisante. La schistosite´ est donc un plan d’anisotropie
me´canique, typiquement paralle`le au plan axial des plis (on parle alors de pli synschis-
teux). Deux types de schistosite´ se distinguent :
– Schistosite´ de flux (schistosite´ pe´ne´trative) : elle est marque´e par une orientation
pre´fe´rentielle paralle`lement aux plans de schistosite´ des mine´raux de la roche, prin-
cipalement les phylites (micas, argiles) ;
– Schistosite´ de fracture : elle est marque´e par la pre´sence de plans de clivage dis-
tincts et paralle`les de´limitant des volumes homoge`nes et indemnes de schistosite´.
Les mine´raux de la roche ici ne sont pas oriente´s.
La fracturation La fracturation repre´sente un assemblage complexe de discontinuite´s
d’extension et d’orientation varie´es, te´moins d’une tectonique.
Description des discontinuite´s
Bien que souvent, en milieu faille´ ou plisse´, l’approximation est de´licate, on admet
ge´ne´ralement que les discontinuite´s sont assimilables a` des plans. Dans l’espace, la position
du plan de discontinuite´ est donne´e par deux parame`tres (FIG. 2.3) :
– la direction : azimut α de l’horizontal du plan par rapport au Nord ;
– le pendage : angle β entre l’horizontale et la droite de plus grande pente, en pre´cisant
le sens par rapport a` la direction de l’horizontale).
?
p
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Figure 2.3: Repre´sentation ge´ome´trique d’une discontinuite´
C’est la convention employe´e habituellement pour effectuer les mesures sur le terrain.
On pre´fe`re utiliser la notation de l’AFTES 3 [25] qui utilise l’azimut du vecteur pen-
dage αp (0˚ − 360˚ ) et l’angle de pendage β (0˚ − 90˚ ) pour de´crire les discontinuite´s. Le
TAB. B.1 re´capitule les diffe´rentes conventions en France et dans les pays anglo-saxons.
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Re´sistance du massif rocheux
Le module de´formation du massif est ensuite de´termine´ par des relations empiriques,
en fonction de diffe´rences classification comme RMR 4, syste`me Q 5 ou GSI 6. Le tableau
2.2 re´capitule des diffe´rentes estimations.
Relation de l’estimation Auteur
1 Erm = 2RMR− 100 Bieniawski [24]
2 Erm = 10
RMR−10
40
Serafim et Per-
eira [26]
3 Erm =
Ei
100
(0, 0028RMR2 + 0, 9exp(RMR
22,82
)), Ei = 50GPa
Nicholson et
Bieniawski [27]
4 Erm =
Ei
2
(
1− cos (piRMR
100
))
Mitri et al. [22]
5 Erm = 0.1(RMR/10)
3 Read et al. [28]
6 Erm = 10Q
1/3
c ou Qc = Qσci/100 Barton [29]
7 Erm =
(
1− D
2
)√
σci
100
10
RMR−10
40 Hoek et al. [18]
8 Erm = Ei (s
a)1/4
Sommez et al.
[30]
9 Erm = Eis
1/4 Carvalho [31]
10 Erm = 7(±)
√
10RMR−44
21
Diederichs et
Kaiser [32]
Tab 2.2: Estimation du module de de´formation du massif rocheux
2.2 Notions the´oriques
2.2.1 E´lasticite´
Un mate´riau est e´lastique si la relation contrainte–de´formation est re´versible. Quand
la courbe de la relation contrainte–de´formation est une droite (FIG. 2.4a), le comporte-
ment est dit line´aire. Un mate´riau est isotrope si le comportement est inde´pendant de la
direction.
La relation contrainte–de´formation d’un mate´riau e´lastique isotrope en petites de´for-
mations est donne´e par la loi de Hooke, a` travers la donne´e de deux parame`tres constants
de Lame´ λ et µ du mate´riau :
σij = λεkkδij + 2µεij (2.1)
Le constante µ de´signe le module de cisaillement G du mate´riau. La loi de Hooke peut
eˆtre e´galement e´crite en fonction du module d’Young E et du coefficient de Poisson ν sous
les deux formes indicielles suivantes :
σij =
E
1 + ν
εij +
νE
(1 + ν)(1− 2ν)εkkδij (2.2)
4. Rock Mass Rating
5. Tunnelling Quality Intex
6. Geological Strength Index
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Figure 2.4: E´lasticite´ line´aire (a), e´lasticite´ non-line´aire (b), plasticite´ (c)
εij =
1 + ν
E
σij − ν
E
σkkδij (2.3)
Sous forme matricielle, cette dernie`re loi s’e´crit :
εxx
εyy
εzz
γyz
γxz
γxy

=
1
E

1 −ν −ν 0 0 0
−ν 1 −ν 0 0 0
−ν −ν 1 0 0 0
0 0 0 2 (1 + ν) 0 0
0 0 0 0 2 (1 + ν) 0
0 0 0 0 0 2 (1 + ν)


σxx
σyy
σzz
τyz
τxz
τxy

(2.4)
ou` : γij = 2εij
2.2.2 E´lasticite´ anisotrope
L’isotropie parfaite d’une roche est rarement rencontre´e en raison de l’orientation des
mine´raux et des discontinuite´s. Dans le cas ge´ne´ral, le comportement e´lastique est ca-
racte´rise´ par une relation constitutive avec 21 parame`tres. Pratiquement, la de´termination
de tous les parame`tres est impossible. Quand la roche posse`de un plan de syme´trie, le
nombre de parame`tres ne´cessaires se re´duit a` 13 parame`tres. Quand la roche posse`de
deux plans de syme´trie, 9 parame`tres sont suffisants. La relation constitutive s’e´crit :
εxx
εyy
εzz
γyz
γxz
γxy

=

1
Ex
−νyx
Ey
−νzx
Ez
0 0 0
−νxy
Ex
1
Ey
−νzy
Ez
0 0 0
−νxz
Ex
−νyz
Ey
1
Ez
0 0 0
0 0 0 1
Gyz
0 0
0 0 0 0 1
Gzx
0
0 0 0 0 0 1
Gxy


σxx
σyy
σzz
τyz
τxz
τxy

(2.5)
Les roches ayant une texture planaire marque´e (roche stratifie´e par exemple) posse`dent
un axe privile´gie´. Tout plan passant par l’axe privile´gie´ est un plan de syme´trie. L’iso-
tropie est conserve´e dans le plan de discontinuite´ et le comportement est appele´ isotrope
transverse. La relation constitutive ne de´pend que de 5 parame`tres pour caracte´riser le
comportement du mate´riau.
On appelle Oy l’axe privile´gie´ perpendiculaire a` la discontinuite´, Ox et Oz les axes
orthogonaux dans le plan de discontinuite´. En posant Ey = Ev, Ex = Ez = Eh, νxy =
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νyz = νvh, νxz = νh, Gxy = Gyz = Gvh et Gxz = Gh =
Eh
2(1+νh)
la relation constitutive
s’e´crit : 
εx
εy
εz
γyz
γxz
γxy

=

1
Eh
−νvh
Ev
− νh
Eh
0 0 0
−νhv
Eh
1
Ev
−νhv
Eh
0 0 0
− νh
Eh
−νvh
Ev
1
Eh
0 0 0
0 0 0 1
Gyz
0 0
0 0 0 0 1
Gzx
0
0 0 0 0 0 1
Gxy


σxx
σyy
σzz
τyz
τxz
τxy

(2.6)
Dans la direction qui fait un angle θ avec l’axe privile´gie´ Ox en tournant autour de l’axe
Oz, le module de de´formation Eθ est donne´e par la formule :
1
Eθ
=
cos4 θ
Ev
+
(
1
Gvh
− 2νvh
Ev
)
sin2 θ cos2 θ +
sin4 θ
Eh
(2.7)
Pour un e´chantillon cylindrique stratifie´ (FIG. 2.5), la re´sistance lors d’un essai triaxial
de´pend de la direction applique´e des contraintes. Supposons que β est l’angle entre la
normale au plan de discontinuite´ et la direction de contrainte principale majeure σ1. La
re´sistance de l’e´chantillon en adoptant un crite`re de rupture de Mohr-Coulomb pour les
discontinuite´s (Cook et Jaeger [33]) s’e´crit :
σ1 − σ3 = 2Cw + µwσ3
(1− µw cot β) sin 2β (2.8)
avec :
– Cw : cohe´sion de la discontinuite´ ;
– µw = tanφ : coefficient de frottement du plan de la discontinuite´.
Dans ce cas, la rupture de l’e´chantillon est due au glissement sur le plan de discontinuite´.
?
?2
?1
Figure 2.5: E´chantillon stratifie´
2.2.3 Plasticite´
Le comportement plastique du mate´riau est marque´ par le de´veloppement de de´for-
mations irre´versibles.
On peut distinguer 2 types du comportement plastique :
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– Elastoplasticite´ parfaite (FIG. 2.6a)
– Elastoplasticite´ avec e´crouissage (FIG. 2.6b)
?
?
?
?
(a) (b)
Figure 2.6: E´lastoplasticite´ parfaite (a), e´lastoplasticite´ avec e´crouissage (b)
Pour le comportement e´lastoplastique, quand la contrainte de´passe un seuil critique
σcr, le comportement passe de l’e´lasticite´ a` la plasticite´. Le seuil critique est de´termine´
par le crite`re de rupture. On pre´sente ici deux crite`res les plus utilise´s :
Crite`re de plasticite´ de Mohr-Coulomb Le crite`re de Mohr–Coulomb, le plus utilise´
pour les mate´riaux frottants, s’e´crit :
|τ | = c+ σ tanϕ (2.9)
Dans le plan des contraintes principales, il prend la forme :
σ1 = Kpσ3 +Rc
avec :
Kp = tan
2
(pi
4
+
ϕ
2
)
et Rc = 2c
cosϕ
1− sinϕ
Crite`re de plasticite´ de Hoek et Brown En 1980, Hoek et Brown [34], deux inge´-
nieurs anglo-saxons, proposent un nouveau crite`re de plasticite´, empirique mais respectant
la convexite´ dans le plan des contraintes principales. Il s’e´crit de la manie`re suivante :
σ1 − σ3 =
√
mσ3Rc + sR2c (2.10)
avec :
– Rc la re´sistance en compression simple ;
– s un parame`tre de´finissant le degre´ de fissuration (1 pour un e´chantillon intact et 0
pour un mate´riau comple`tement granulaire) ;
– m un parame`tre lie´ a` la nature de la roche (notion de cohe´sion, typiquement de 0,1
a` 5).
Ce crite`re a e´te´ conc¸u pour pouvoir s’appliquer a` l’e´chelle du massif (roˆle du parame`tre
s qui prend en compte la fracturation micro et macroscopique).
De fac¸on ge´ne´rale, la pre´sence de discontinuite´s re´duit la re´sistance du massif rocheux
par rapport a` celle de la roche intacte. A partir de donne´es empiriques et en utilisant une
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proce´dure d’analyse inverse, Hoek et Brown [34] [35] ont propose´ un crite`re de rupture en
tenant en compte des discontinuite´s du massif :
σ′1 = σ
′
3 + σci
√
mb
σ′3
σci
+ s (2.11)
avec :
– σ′1, σ
′
3 contraintes principales majeure et mineure ;
– σci re´sistance en compression simple de la roche intacte ;
– mb, s coefficients de la roche, s = 1 pour les roches intactes.
ou` :
– mb = mi exp
(
GSI − 100
28− 14D
)
– s = exp
(
GSI − 100
9− 3D
)
– D facteur de´pendant du de´gre´e de perturbation du massif.
Hoek et al. [18] ont e´galement propose´ des relations pour la de´termination des pa-
rame`tres de cohe´sion et de frottement du crite`re de Mohr-Coulomb :
τ = c′ + σ tanϕ′ (2.12)
avec :
ϕ′ = sin−1
[
6amb (s+mbσ
′
3n)
a−1
2 (1 + a) (2 + a) + 6amb (s+mbσ′3n)
a−1
]
(2.13)
c′ =
σci [(1 + 2a) s+ (1− a)mbσ′3n] (s+mbσ′3n)a−1
(1 + a) (2 + a)
√
1 +
6amb(s+mbσ′3n)
a−1
(1+a)(2+a)
(2.14)
ou` : a =
1
2
+
1
6
[
exp
(
−GSI
15
)
− exp
(
−20
3
)]
Loi d’e´coulement Au–dela` du seuil de plasticite´, l’e´volution de la de´formation plastique
est de´crite par une loi d’e´coulement, qui s’exprime par la de´rive´e d’un potentiel plastique
g :
εp = dλ
∂g
∂σ
(2.15)
La loi d’e´coulement peut eˆtre associe´e
(
∂g
∂σ
= ∂f
∂σ
)
ou non-associe´e
(
∂g
∂σ
6= ∂f
∂σ
)
.
f de´signe la fonction de la surface de charge correspondant au crite`re de plasticite´
applique´.
2.3 Tunnels dans un massif isotrope
Lors de l’excavation d’un tunnel, le champ de contrainte dans le massif autour du
tunnel est perturbe´ et se redistribue pour atteindre un nouvel e´tat d’e´quilibre. La redistri-
bution s’accompagne de de´placements en direction du tunnel depuis l’inte´rieur du massif.
La paroi peut eˆtre stable ou instable et les terrains peuvent eˆtre e´lastiques ou plastifie´s,
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en fonction des proprie´te´s me´caniques du terrain et du chargement. Le calcul du tun-
nel consiste en la de´termination de la distribution des contraintes et des de´placements,
permettant d’e´valuer la stabilite´ de la paroi avec ou sans l’intervention d’un syste`me de
soute`nement. La repre´sentation analytique de la relation contrainte–de´formation n’est pas
aise´, sauf dans quelques cas simples. Pour les cas ou` le comportement du terrain est com-
plexe (anisotrope, visqueux, ect. . . ), on a besoin d’un calcul nume´rique (e´le´ments finis,
diffe´rences finies, e´le´ments frontie`res ...).
Dans cette partie, on pre´sente les solutions analytiques existant pour un massif de com-
portement e´lasto-plastique parfait, dans le cadre de la me´thode convergence-confinement
dont on expose le principe.
2.3.1 Effet de vouˆte
La stabilite´ d’une excavation souterraine est lie´e a` un phe´nome`ne naturel de re´arrangement
des contraintes nomme´ effet de vouˆte.
Pour bien comprendre l’effet de vouˆte, il convient de se replacer en situation et d’exa-
miner l’e´tat de contrainte en des points situe´s a` des distances diffe´rentes de la galerie
(FIG. 2.7)
– Point A : Situe´  a` l’infini  par rapport au tunnel, l’e´tat de contrainte, ici suppose´
isotrope, n’est pas modifie´. Les deux axes repre´sentent les contraintes principales
majeure et mineure (ici identiques) dans le plan.
– Point B : A environ 4 diame`tres de la paroi du tunnel, on conside`re que les effets de
l’excavation se font ressentir de fac¸on notable. Le repe`re des contraintes principales
s’oriente selon les axes du repe`re en coordonne´es cylindriques. On a deux contraintes
principales : radiale et orthoradiale.
– Point C : Pre`s de la paroi, l’e´volution est la suivante : la contrainte radiale de
compression diminue, tandis que la composante orthoradiale augmente.
– Point D : A la paroi, la contrainte radiale est nulle (condition aux limites dans le
cas ou` il n’y a pas de soute`nement). En contrepartie, la contrainte orthoradiale est
maximum 7. C’est l’effet de vouˆte. Le terrain se  bloque  naturellement comme
une arche de pont autostable.
2.3.2 E´quations fondamentales
On adopte un repe`re de coordonne´es cylindriques (rθz), l’axe Oz co¨ıncidant avec l’axe
du tunnel.
On appelle u = (ur, uθ, uz)
T le vecteur de de´placement. Le tenseur de de´formation s’e´crit :
ε =
 εr εrθ εrzεθr εθ εθz
εzr εzθ εz

7. en comportement e´lastique uniquement
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Figure 2.7: Explication me´canique de l’effet de vouˆte en milieu e´lastique : e´volution des
contraintes et de´formations d’un e´le´ment de volume autour d’une excavation
avec 
εr =
∂ur
∂r
εθ =
1
r
∂uθ
∂θ
+ ur
r
εz =
∂uz
∂z
εrθ = εθr =
1
2
(
1
r
∂ur
∂θ
+ ∂uθ
∂r
− uθ
r
)
εrz = εzr =
1
2
(
∂ur
∂z
+ ∂uz
∂r
)
εθz = εzθ =
1
2
(
∂uθ
∂z
+ 1
r
∂uz
∂θ
)
(2.16)
L’e´quation d’e´quilibre
−→
divσ = 0, peut s’e´crire en coordonne´es cylindriques et sous forme
incre´mentale :
– selon la direction r
∂∆σr
∂r
+
1
r
∂∆τrθ
∂θ
+
∂∆τrz
∂z
+
∆σr −∆σθ
r
= 0 (2.17)
– selon la direction θ
∂∆τrθ
∂r
+
1
r
∂∆σθ
∂θ
+
∂∆τθz
∂z
+
2∆τrθ
r
= 0 (2.18)
– selon la direction z
∂∆τrz
∂r
+
1
r
∂∆τθz
∂θ
+
∂∆σz
∂z
+
∆τrz
r
= 0 (2.19)
Pour les proble`mes bidimensionnels en de de´formation plane (εz = 0), le tenseur de
contrainte est souvent repre´sente´ en coordonne´es carte´siennes :
σ =
 σx τxy 0τxy σy 0
0 0 σz

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ou en coordonne´es cylindriques :
σ =
 σr τrθ 0τrθ σθ 0
0 0 σz

Lors d’une rotation d’un angle θ autour de l’axe Oz, la loi de transformation donne une
relation entre les composantes du tenseur de contraintes en coordonne´es carte´siennes et
celui en coordonne´es cylindriques :
σr =
σx+σy
2
+ σx−σy
2
cos 2θ + τxy sin 2θ
σθ =
σx+σy
2
− σx−σy
2
cos 2θ − τxy sin 2θ
τrθ = −σx−σy2 cos 2θ + τxy cos 2θ
(2.20)
et : 
σx =
σr+σθ
2
+ σr−σθ
2
cos 2θ − τrθ sin 2θ
σy =
σr+σθ
2
− σr−σθ
2
cos 2θ + τrθ sin 2θ
τxy =
σr−σθ
2
cos 2θ + τrθ cos 2θ
(2.21)
Les e´quations fondamentales s’obtiennent en introduisant les e´quations de comporte-
ment dans les e´quations d’e´quilibre ce qui conduit a` un syste`me diffe´rentiel du 2e ordre
pour le champ de de´placement. Ces e´quations, dans les cas simples, peuvent eˆtre re´solues
analytiquement.
2.3.3 Me´thode convergence–confinement
La me´thode convergence–confinement permet d’analyser l’interaction entre le massif
et le soute`nement par opposition aux anciennes me´thodes qui remplac¸aient le massif par
un syste`me de charges agissant a` priori sur le soute`nement ou qui ne conside´raient pas les
phases d’excavation. C’est une me´thode de dimensionnement simple pour tenir compte
des conditions de mise en oeuvre du soute`nement derrie`re le front de taille au prix d’une
simplification des lois de comportement et d’une homoge´ne´isation d’un certain nombre de
zones du massif. Le principe de la me´thode est de construire deux lignes caracte´ristiques : la
courbe de convergence repre´sentant le comportement du terrain et la courbe de confinement
repre´sentant le comportement du soute`nement.
Hypothe`ses
La me´thode convergence-confinement est base´e sur les hypothe`ses suivantes :
– le tunnel est de section circulaire ;
– proble`me bidimensionnel en de´formation plane ;
– le mate´riau est compose´ d’un mate´riau homoge`ne et isotrope ;
– le champ de contraintes initiales est hydrostatique (les contraintes naturelles verti-
cale et horizontale sont e´gales) ;
– le tunnel est suffisamment profond pour que l’on puisse ne´gliger la variation de la
contrainte initiale hydrostatique a` sa proximite´ ;
– le soute`nement est suppose´ exercer une pression radiale uniforme sur les parois de
l’excavation.
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Figure 2.8: Diagramme convergence–confinement
Courbe de convergence Conside´rons une section plane d’un terrain dans lequel on
souhaite creuser une galerie circulaire. Ce terrain est soumis a` une contrainte naturelle
correspondant a` un e´tat initial isotrope P0. Le de´placement radial u des parois de la
galerie non encore excave´e est e´videmment nul. Pour mode´liser l’excavation de la galerie,
nous supposons d’abord la cavite´ soumise a` une pression Pi correspondant a` l’e´tat initial
isotrope P0 (FIG. 2.9).
Figure 2.9: Notion de pression fictive et de de´confinement autour du front de taille
Ensuite, en diminuant la pression Pi, on provoque un de´placement radial u corres-
pondant a` la de´compression du massif. Cette pression Pi est diminue´e depuis la valeur P0
jusqu’a` la pression nulle. Dans un premier temps, le comportement du terrain est e´lastique
line´aire et la courbe pression-de´placement est line´aire du point A au point B. Dans un
second temps, lorsque le crite`re de re´sistance du mate´riau est atteint sur les parois de
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la cavite´ (Pi = Pic), une zone de´comprime´e apparaˆıt autour du tunnel. Elle s’e´tend vers
l’inte´rieur du massif au fur et a` mesure que la pression Pi de´croˆıt. C’est la portion BC de
la courbe. La courbe ABC est appele´e courbe caracte´ristique du massif excave´ ou courbe
de convergence. (FIG. 2.8)
Courbe de confinement
Avec le meˆme syste`me d’axes, nous pouvons aussi repre´senter le de´placement radial du
soute`nement en fonction de la pression exte´rieure Pi qui lui est applique´e. Sa courbe ca-
racte´ristique est une droite si nous supposons que son comportement est e´lastique line´aire.
Son origine est de´cale´e de la valeur ud pour tenir compte de la convergence qui s’est de´ja`
produite lors de sa mise en place a` la distance d du front de taille.
Domaine d’application
La me´thode est essentiellement utilise´e dans le cadre d’un pre´-dimensionnement des
soute`nements. Les hypothe`ses de base sont en effet rarement toutes ve´rifie´es dans la
re´alite´ ; le cas ide´al e´tant celui du tunnel circulaire profond en milieu isotrope. Ne´anmoins
l’approche est valable pour obtenir des  ordres de grandeur  d’e´paisseur de soute`nement
dans les cas suivants :
– Le massif de terrain doit pouvoir eˆtre repre´sente´ comme un milieu homoge`ne, iso-
trope et continu a` l’e´chelle de l’ouvrage. Cela conditionne les calculs dans le cadre
de la me´canique des milieux continus.
– Le dimensionnement concerne une section courante du tunnel. Afin de pouvoir sim-
plifier le proble`me tridimensionnel en un proble`me unidimensionnel, il faut que de
part et d’autre de la section e´tudie´e, le terrain soit identique sur un tronc¸on de
quelques dizaines de me`tres. Cette condition exclut donc e´galement les teˆtes du tun-
nel. La distance entre la cle´ de vouˆte du tunnel et la surface topographique doit
eˆtre au minimum e´gale a` 4 fois le diame`tre du tunnel. Les conditions de creusement
doivent eˆtre identiques sur un line´aire d’au moins 1 diame`tre en avant et 2 diame`tres
en arrie`re de la section e´tudie´e.
– La ge´ome´trie du tunnel est suppose´e circulaire dans la me´thode. Dans le cas d’une
section quasi–circulaire, on utilisera un rayon e´quivalent, calcule´ par exemple sur la
base d’une section circulaire identique. La condition de circularite´ parfaite exclut
de pouvoir calculer les moments de flexion dans le soute`nement. Ces derniers sont
pourtant souvent dimensionnants.
– L’e´tat de contraintes initial est isotrope (K0 = 1). Cela se ve´rifie souvent a` moyenne
et grande profondeur.
2.3.4 Solution du proble`me unidimensionnel
On pre´sente solution comple`te des contraintes et des de´placements dans les domaines
e´lastique et plastique avec ou sans radoucissement. Une telle solution avec prise en compte
du crite`re de plasticite´ de Mohr–Coulomb a e´te´ propose´e par Corbetta [36] et une autre
solution avec le crite`re de Hoek–Brown a e´te´ propose´es par Carranza-Torres [37].
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Domaine e´lastique
Les hypothe`ses de la me´thode convergence-confinement, le proble`me e´tant conside´re´
en de´formation plane conduisent a` des de´placements orthoradial et longitudinal nuls.
Le caracte`re unidimensionnel du proble`me re´duit ainsi le champ de de´placement a` u =
(ur, 0, 0)
T . Le champ de de´formation s’e´crit :
ε =
 εr 0 00 εθ 0
0 0 0

avec :
εr =
∂ur
∂r
, εθ =
ur
r
(2.22)
La loi de comportement e´lastique de Hooke (2.6) s’e´crit, en coordonne´es cylindriques :
 ∆σr∆σθ
∆σz
 =

(1−ν)E
(1+ν)(1−2ν)
νE
(1+ν)(1−2ν)
νE
(1+ν)(1−2ν)
νE
(1+ν)(1−2ν)
(1−ν)E
(1+ν)(1−2ν)
νE
(1+ν)(1−2ν)
νE
(1+ν)(1−2ν)
νE
(1+ν)(1−2ν)
(1−ν)E
(1+ν)(1−2ν)

 εrεθ
εz
 (2.23)
En absence de uθ et uz, l’e´quation d’e´quilibre se simplifie :
∂∆σr
∂r
+
∆σr −∆σθ
r
= 0 (2.24)
En substituant (2.22) et (2.23) dans l’e´quation d’e´quilibre (2.24), on obtient une e´quation
diffe´rentielle d’Euler pour le de´placement radial, qui admet comme solution ge´ne´rale :
ur = Ar +
B
r
.
Les constantes A et B sont de´termine´es a` partir des conditions limites :
r →∞ , ∆σr = 0
r = Rp , ∆σr = Pic − σ∞
avec :
– Pic la pression fictive qui marque l’apparition de la plasticite´ (celle qui re`gne a` la
frontie`re e´lastoplastique de´finie par le rayon plastique Rp) ;
– σ∞ la contrainte initiale.
Le de´placement radial dans le domaine e´lastique est obtenu sous la forme :
ue =
1 + ν
E
(−Pic + σ∞)
R2p
r
(2.25)
et les contraintes sous la forme :
σr = P0 − (−Pic + P0)
(
Rp
r
)2
σθ = P0 + (−Pic + P0)
(
Rp
r
)2
σz = P0
(2.26)
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Domaine plastique
Au fur et a` mesure de l’excavation, les contraintes e´voluent. Si les contraintes dans
le plan des contraintes principales reste a` l’inte´rieur de la surface de charge, qui de´pend
du crite`re de plasticite´ choisi, le comportement du terrain au point M est e´lastique. Dans
le cas contraire, la plasticite´ va d’abord apparaˆıtre a` la paroi du tunnel et s’e´tend avec
le de´chargement du terrain. Corbetta [36] et Carranza-Torres [37] ont donne´ la pression
critique Pic correspondant respectivement au crite`re de Mohr–Coulomb et Hoek–Brown :
– Mohr–Coulomb
Pic =
2P0 −H (Kp − 1)
Kp + 1
(2.27)
– Hoek–Brown
Pic = P0 +
m
8
σc − 1
2
σc
√(m
4
)2
+m
(
P0
σc
)
+ s (2.28)
Dans l’ensemble de la zone plastique, le crite`re de plasticite´ est toujours atteint, c’est-
a`-dire que les e´quations (2.9) et (2.10) sont ve´rifie´es. Ceci permet d’e´crire σθ en fonction de
σr. Le remplacement dans l’e´quation d’e´quilibre conduit a` une e´quation diffe´rentielle pour
la contrainte radiale dans la zone plastique et les conditions limites a` la paroi du tunnel
permettent de de´terminer l’expression de la contrainte radiale dans la zone plastique. La
condition de continuite´ de la contrainte radiale a` la frontie`re e´lasto-plastique nous permet
finalement de de´terminer l’extension de la zone plastique en fonction du de´chargement.
– Mohr–Coulomb
Rp =
[
2 (P0 +H)
(Kp + 1)
RKp−1
Pi +H
] 1
Kp−1
(2.29)
– Hoek–Brown
Rp = exp
[
2
mσc
(√
sσ2c +mσcPic −
√
sσ2c +mσcPic
)]
R (2.30)
Dans le domaine plastique, les de´formations sont obtenues a` partir du potentiel plas-
tique g a` travers la loi d’e´coulement (2.15)
La de´marche est par exemple de´taille´e par Martin et Sa¨ıtta [38]. Les re´sultats sont les
suivants :
– Crite`re de Mohr–Coulomb :
ur
r
= −(1 + ν)
E
[
C1 + C2
(
r
Rp
)Kp−1
+ C3
(
Rp
r
)β+1]
(2.31)
avec
C1 = − (1− 2ν) (P0 +H) (2.32)
C2 =
[
(1− ν) (1 + βKp)
Kp + β
− ν
]
2 (P0 +H)
Kp + 1
(2.33)
C3 = 2 (1− ν) (Kp − 1) (P0 +H)
Kp + β
(2.34)
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– Crite`re de Hoek–Brown :
u˜r (ρ) =
A1 + 1
A1 − 1ρ+
[
B
2 (S0 − Sic) (1− A1)3
− 2
A1 − 1
]
ρA1
+
C
4 (S0 − Sic) (1− A1)ρ (ln ρ)
2 +
B
2 (S0 − Sic) (1− A1)3
ρ [(1− A1) ln ρ− 1](2.35)
avec
B = A2
[
2
√
Sic (1− A1)− 1
]− A3 [2√Sic (1− A1)− A1]
C = A2 − A3
Les solutions propose´es par Corbetta [36] et Carranza-Torres [37] sont valables pour
le cas ou` le champ de contrainte initiale est isotrope.
2.3.5 The´orie de la variable complexe
Pour re´soudre un proble`me en e´lasticite´ line´aire, les contraintes, les de´placements et
les de´formations doivent satisfaire les conditions suivantes :
– la relation de´formation–de´placement
εij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
(2.36)
– la relation constitutive repre´sente´e par la loi e´lastique line´aire de Hooke
σij = Cijklεkl
– l’e´quation d’e´quilibre −→
divσ = 0
– les conditions aux limites
Dans le cas ge´ne´ral du comportement anisotrope, le tenseur de 4e`me ordre Cijkl
contient 81 coefficients e´lastiques mais en raison de la syme´trie du tenseur de contrainte et
de de´formation ainsi que la syme´trie diagonale de la matrice C, seulement 21 coefficients
parmi eux sont inde´pendants. Par ailleurs, le proble`me tridimensionnel impose une condi-
tion d’e´quilibre en trois dimensions. Afin de re´soudre le proble`me de fac¸on analytique,
plusieurs auteurs ont :
– d’une part diminue´ le nombre de coefficients e´lastiques inde´pendants en conside´rant
un mate´riau isotrope transverse
– d’autre part conside´re´ le proble`me bidimensionnel en de´formation plane
Pour les proble`mes bidimensionnels (contrainte ou de´formation plane) en e´lasticite´, la
the´orie des fonctions a` variables complexes permet la construction de solutions e´le´gantes.
Celles-ci sont base´es sur la recherche d’une fonction potentielle bi-harmonique φ, appele´e
fonction d’Airy, pour les contraintes, telle que :
– en coordonne´es carte´siennes :
σx =
∂2φ
∂y2
, σy =
∂2φ
∂x2
, τxy = − ∂
2φ
∂x∂y
(2.37)
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– en coordonne´es cylindriques :
σr =
1
r2
∂2φ
∂θ2
+
1
r
∂φ
∂r
, σθ =
∂2φ
∂r2
, τrθ = − ∂
∂r
(
1
r
∂φ
∂θ
)
(2.38)
Alors les e´quations d’e´quilibre sont automatiquement satisfaites.
Pour que les e´quations de compatibilite´ des de´formations soient aussi satisfaites, la
fonction φ doit ve´rifier l’e´quation bi-harmonique suivante :
∇2 (∇2φ) = ∂4φ
∂x4
+ 2
∂4φ
∂x2∂y2
+
∂4φ
∂y4
= 0 (2.39)
La fonction d’Airy, les contraintes et les de´formations des proble`mes d’e´lasticite´ bidi-
mentionnels peuvent eˆtre exprime´s a` l’aide de deux fonctions analytiques de la variable
complexe z :
z = x+ iy = reiθ
avec
x = r cos θ
y = r sin θ
et
r =
√
x2 + y2
θ = arctan y
x
La forme ge´ne´rale de la solution de l’e´quation biharmonique ∇2 (∇2φ) a la forme
suivante :
φ = < [zΦ (z) + χ (z)] (2.40)
La recherche de la fonction d’Airy φ qui doit ve´rifier la condition de compatibilite´ et
les conditions aux limites conduit a` la recherche deux fonctions de la variable complexe z
qui ve´rifie les conditions aux limites.
Dans la suite, on pre´sente quelques solutions en e´lasticite´ du proble`me du tunnel en
utilisant la the´orie de la variable complexe.
Cook et Jeager [33] ont de´taille´ l’utilisation de la me´thode base´e sur la fonction d’Airy
pour re´soudre diffe´rents proble`mes. Ils ont montre´ que la fonction re´elle d’Airy peut eˆtre
repre´sente´ par deux autres fonctions Φ et χ de la variable complexe z. Les contraintes et
les de´placements en coordonne´es carte´siennes sont donne´es par les formules :
σx + σy = 2
[
Φ′(z) + Φ′(z)
]
σy − σx + 2iτxy = 2 [zΦ′′(z) + ψ′(z)]
2G(u+ iv) = κΦ(z)− zΦ′(z)− ψ(z)
avec :
– ψ(z) = χ′(z)
– κ = 3− 4ν en de´formation plane
– κ = 3−ν
1+ν
en contrainte plane
En coordonne´es cylindriques, les contraintes et les de´placements sont de´termine´s par
les relations suivantes :
– contraintes : {
σr + σθ = 2σx + σy
σθ − σr + 2iτrθ = (σy − σx + 2iτxy) e2iθ
(2.41)
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– de´placements
ur + iuθ = (u+ iv) e
−iθ (2.42)
Plusieurs proble`mes importants peuvent eˆtre re´solus en adoptant pour les fonctions
de contraintes Φ et ψ une forme polynoˆme ou une se´rie puissance de la variable z ou z−1.
Dans le cas ou` la re´gion conside´re´e contient l’origine des coordonne´es, seules des puissances
positives de z sont autorise´es pour que la fonction d’Airy soit finie a` l’origine. Si la re´gion
s’e´tend a` l’infini, seules les puissances ne´gatives sont autorise´es pour la meˆme raison.
Solution en comportement e´lastique isotrope
Conside´rons un tunnel circulaire de rayon R dans un massif soumis a` un e´tat de
contrainte uniaxiale p1 a` l’infini, Cook et Jaeger proposent les fonctions de contrainte
suivantes :
Φ (z) = 1
4
p1
(
z + A
z
)
ψ (z) = −1
2
p1
(
z + B
z
+ C
z3
)
ou` les coefficients A, B, C sont de´termine´s a` partir des conditions aux limites a` la paroi.
Les contraintes sont finalement de´termine´es par les formules suivantes :
σr =
1
2
p1
(
1− R
2
r2
)
+
1
2
p1
(
1− 4R
2
r2
+
3R4
r4
)
cos 2θ (2.43)
σθ =
1
2
p1
(
1 +
R2
r2
)
− 1
2
p1
(
1 +
3R4
r4
)
cos 2θ (2.44)
τrθ = −1
2
p1
(
1 +
2R2
r2
− 3R
4
r4
)
sin 2θ (2.45)
Pour un e´tat de contraintes anisotrope (avec une contrainte p2 perpendiculaire a` la
contrainte p1), toutes les termes correspondant a` θ sont remplace´s par
pi
2
+ θ et ajoute´s
dans les solutions de contraintes :
σr =
1
2
(p1 + p2)
(
1− R
2
r2
)
+
1
2
(p1 − p2)
(
1− 4R
2
r2
+
3R4
r4
)
cos 2θ (2.46)
σθ =
1
2
(p1 + p2)
(
1 +
R2
r2
)
− 1
2
(p1 − p2)
(
1 +
3R4
r4
)
cos 2θ (2.47)
τrθ = −1
2
(p1 − p2)
(
1 +
2R2
r2
− 3R
4
r4
)
sin 2θ (2.48)
Panet [39] a aussi utilise´ cette me´thode pour trouver la solution en contraintes et
de´placements autour d’un tunnel circulaire creuse´ dans un massif e´lastique line´aire avec
un champ de contraintes initiales anisotrope σ0 =
(
σ01 0
0 σ02 = K0σ
0
1
)
. La fonction bi-
harmonique choisie pour les contraintes incre´mentales est de la forme :
φ = a ln r +
( e
r2
+ f
)
cos 2θ (2.49)
ou` a, e, f sont des constantes de´termine´s par les conditions aux limites.
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Les contraintes incre´mentales sont ensuite e´crites :
∆σr
σ01
= −1
2
λ
[
(1 +K0)
R2
r2
− (1−K0)
(
4R2
r2
− 3R
4
r4
)
cos 2θ
]
(2.50)
∆σθ
σ01
=
1
2
λ
[
(1 +K0)
R2
r2
+ 3 (1−K0) R
4
r4
cos 2θ
]
(2.51)
∆τrθ
σ01
=
1
2
λ (1−K0)
(
2R2
r2
− 3R
4
r4
)
sin 2θ (2.52)
Les contraintes finales sont de´termine´es par la relation : σf = σ0 + ∆σ
2.4 Tunnels dans un massif e´lastique anisotrope
2.4.1 E´quations fondamentales pour un comportement e´lastique
anisotrope
Green et Taylor [40], [41], Green et Zerna [42], Lekhnitskii [43] et Hefny [44] ont utilise´
la the´orie de la variable complexe pour re´soudre des proble`mes en e´lasticite´ line´aire ani-
sotrope, mais uniquement pour le cas le plus simple du comportement isotrope transverse.
Supposons que le milieu e´tudie´ posse`de un comportement isotrope transverse et que
le tunnel est creuse´ suivant l’axe Oz comme dans la FIG. 2.10.
a
z
x
Ex=Ez=Eh
Ey=Ev
y
Figure 2.10: Creusement du tunnel dans un milieu transverse isotrope
En conside´rant le proble`me en 2D, l’e´criture des contraintes, de de´formations, des
de´placements, des lois de comportements en coordonne´es carte´siennes est plus simple. Il
convient tout d’abord de rappeler que le vecteur de de´placement u = (u, v)T ou u, v sont
respectivement le de´placement vertical et horizontal. Les tenseurs de de´formation et de
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contrainte s’e´crivent sous forme vectorielle :
ε
 εxεy
γxy
 et σ =
 σxσy
τxy
 (2.53)
On note Ey = Ev, Ex = Ez = Eh, νxy = νyz = νvh, νxz = νh, Gxy = Gyz = Gvh et
Gxz = Gh =
Eh
2(1+νh)
, la condition de de´formation plane conduit a` une simplification de la
relation constitutive contrainte–de´formation : εxεy
γxy
 =
 S11 S12 0S12 S22 0
0 0 S33
 σxσy
τxy
 (2.54)
ou` S11, S12, S22, et S33 sont les coefficients de souplesse de´pendant des parame`tres me´canique
du mate´riau :
S11 =
1− ν2h
Eh
, S12 = −νvh (1 + νh)
Ev
(2.55)
S22 =
1− νhvνvh
Ev
, S33 =
1
Gvh
(2.56)
La substitution de (2.37) dans (2.54) et puis dans la condition de compatibilite´ de
de´formation donne :
S11
∂4φ
∂y4
+ (2S12 + S33)
∂4φ
∂x2∂y2
+ S22
∂4φ
∂x4
= 0 (2.57)
d’ou` : (
∂2φ
∂x2
+ α1
∂2φ
∂y2
)(
∂2φ
∂x2
+ α2
∂2φ
∂y2
)
= 0 (2.58)
ou` : α1α2 =
S11
S22
et α1 + α2 =
2S12+S33
S22
On de´finit ainsi deux nouvelles variables complexes z1 et z2 pour re´soudre l’e´quation
(2.58) : 
z = x+ iy = reiθ
z1 = x+ i
1√
α1
y = 1
γ1+1
(z + γ1z) = r1e
iθ1
z2 = x+ i
1√
α2
y = 1
γ2+1
(z + γ2z) = r2e
iθ2
z1 = x− i 1√α1y = 1γ1+1(z + γ1z) = r1e−iθ1
z2 = x− i 1√α2y = 1γ2+1(z + γ2z) = r2e−iθ2
(2.59)
ou` :
γ1 =
√
α1 − 1√
α1 + 1
et γ2 =
√
α2 − 1√
α2 + 1
(2.60)
2.4.2 Solution de Green et Taylor
Green et Taylor [41], ont suppose´ que les solutions fondamentales de la condition de
compatibilite´ (2.58) sont les suivantes :
r±n1 cosnθ1, r
±n
2 cosnθ2, ln r1, ln r2
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Pour de´terminer la distribution de contraintes et de de´placement dans un milieu infini
avec une cavite´ circulaire de rayon r = a, ils ont propose´ une solution sous forme de se´rie
infinie pour le potentiel d’Airy :
φ = φ0 + A ln r1 +B ln r2 +
∞∑
n=1
A2n
cos 2nθ1
r2n1 (1 + γ1)
2n +
∞∑
n=1
B2n
cos 2nθ2
r2n2 (1 + γ2)
2n (2.61)
Dans le cas ou` le milieu subit une tension uniforme T a` infini et la cavite´ est non-
soutenue, la fonction φ0 a pour l’expression :
φ0 =
1
2
Ty2 =
1
2
Tr2 (1− cos 2θ) (2.62)
Il faut remarquer que le potentiel φ est une fonction de r1, r2, θ1 et θ2. Pour utiliser
les e´quations (2.38), il faut par ailleurs e´crire le potentiel en fonction de r et θ. Pour ce
faire, Green et Taylor [41] ont propose´ une transformation mathe´matique qui permet de
repre´senter r1, r2, θ1 et θ2 en fonction de r et θ. Le potentiel φ peut ainsi s’e´crire :
φ =
1
2
Tr2 (1− cos 2θ) + (A+B) ln r − A ln (1 + γ1)−B ln (1 + γ2)
−
∞∑
s=1
(−1)s
s
(Aγs1 +Bγ
s
2) cos 2sθ
+
∞∑
s=1
s∑
n=1
(−1)s−n
r2n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
cos 2sθ (2.63)
Le potentiel φ, substitue´ dans (2.38) en appliquant les conditions aux limites a` la paroi
du tunnel et a` l’infini, conduit a` la solution du champ de contraintes en paroi du tunnel :
σr =
1
2
T (1 + cos 2θ) +
A+B
r2
+
∞∑
s=1
4s
1
r2
(−1)s (Aγs1 +Bγs2) cos 2sθ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
4s2 + 2n
r2n+2
(−1)s−n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
cos 2sθ (2.64)
σθ =
1
2
T (1− cos 2θ)− A+B
r2
+
∞∑
s=1
s∑
n=1
2n(2n+ 1)(−1)s−n
r2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
cos 2sθ (2.65)
τrθ = −1
2
T sin 2θ +
∞∑
s=1
[
2(−1)s
r2
(Aγs1 +Bγ
s
2)
−
s∑
n=1
2s(2n+ 1)(−1)s−n
r2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)]
cos 2sθ (2.66)
avec
A =
Ta2 (1 + γ2)
2 (γ1 − γ2) (2.67)
B = −Ta
2 (1 + γ1)
2 (γ1 − γ2) (2.68)
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et pour n ≥ 1
A2n = −Ta
2n+2γn1 (1 + γ2)
2 (γ1 − γ2)
(2n− 1)!
n! (n+ 1)!
(2.69)
B2n =
Ta2n+2γn2 (1 + γ1)
2 (γ1 − γ2)
(2n− 1)!
n! (n+ 1)!
(2.70)
2.4.3 Solution de Green et Zerna
Les racines particulie`res de l’e´quation de compatibilite´ (2.58) sont ln z1, ln z2, z
2n
1
et z2n2 . De fac¸on ge´ne´rale, Green et Zerna [42] ont montre´ que toutes les fonctions de
ln z1, ln z2, z
2n
1 et z
2n
2 satisfont automatiquement les conditions de compatibilite´ des de´formations.
Il est suffisant de ve´rifier les conditions limites.
Green et Zerna [42] ont suppose´ que la fonction re´elle φ est la somme de deux fonctions
Ω (z1) uniquement de la variable z1 et ω (z2) de la variable z2. E´tant re´elle, la fonctions φ
s’e´crit :
φ = Ω(z1) + Ω(z1) + ω(z2) + ω(z2) (2.71)
ou` Ω(z1) et ω(z2) sont respectivement les conjugue´s de Ω(z1) et ω(z2).
Pour le cas d’un tunnel circulaire creuse´ dans un milieu infini , Green et Zerna ont
propose´ les formules suivantes pour les fonctions de contraintes :Ω
′′ (z1) = B + iC + H2piz1 +O
(
1
z21
)
ω′′ (z2) = B′ + iC ′ + K2piz2 +O
(
1
z22
) (2.72)
ou O
(
1
z2i
)
est une fonction de 1
z2i
qui tend vers ze´ro a` l’infini.
Les coefficients B,C,B′, C ′, H,K sont ensuite de´termine´s par les conditions limites a`
l’infini pour le proble`me d’une cavite´ circulaire de rayon a. La contrainte orthoradiale en
paroi s’e´crit :
– cas d’une tension uniforme T a` l’infini :
σθ =
T (1 + γ1) (1 + γ2) (1 + γ1 + γ2 − γ1γ2 − 2 cos 2θ)
(1 + γ21 − 2γ1 cos 2θ) (1 + γ22 − 2γ2 cos 2θ)
(2.73)
– cas d’un cisaillement S a` l’infini :
σθ =
4S (γ1γ2 − 1) sin 2θ
(1 + γ21 − 2γ1 cos 2θ) (1 + γ22 − 2γ2 cos 2θ)
(2.74)
– cas d’un moment M a` l’infini :
b3σθ
aM
=
3 (1 + γ1) (1 + γ2) [(1 + γ1 + γ2) sin θ − sin 3θ]
2 (1 + γ21 − 2γ1 cos 2θ) (1 + γ22 − 2γ2 cos 2θ)
(2.75)
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2.4.4 Solution de Lekhnitskii
Lekhnitskii [43] a e´galement utilise´ la the´orie du potentiel complexe pour de´terminer
les champs de contraintes et de de´placements a` la paroi d’une cavite´ creuse´e dans un
milieu isotrope transverse. La solution est par ailleurs e´tendue a` des sections elliptiques
de grand axe a et de petit axe b.
Partant de l’e´quation de compatibilite´ 2.58, e´crite sous la forme :
S22φxxxx + (2S12 + S33)φxxyy + S11φyyyy = 0
Lekhnitskii a propose´ une autre forme du potentiel φ pour chercher la solution :
φ = φk (x+ µky) (2.76)
ou` µk sont les racines de l’e´quation caracte´ristique :
S11µ
4 + (2S12 + S33)µ
2 + S22 = 0 (2.77)
Lekhnitskii [43] a montre´ que les racines de cette e´quation (±√µ1,±√µ2) sont purement
imaginaires. L’e´quation caracte´ristique n’a donc que des racines conjugue´es µ1, µ2, µ1, µ2.
Le potentiel prend la forme :
φ = 2< [φ1 (z1) + φ2 (z2)] (2.78)
ou` < [φ1 (z1) + φ2 (z2)] est la partie re´elle de φ1 (z1) + φ2 (z2).
Si on pose
F1 =
dφ1 (z1)
dz1
, F2 =
dφ2 (z2)
dz2
(2.79)
et en remplac¸ant dans (2.37) on obtient les expressions des contraintes :
σx = 2< [µ21F ′1 + µ22F ′2]
σy = 2< [F ′1 + F ′2]
τxy = −2< [µ1F ′1 + µ2F ′2]
(2.80)
et des de´placements : {
u = 2< [p1F1 + p2F2]
v = 2< [q1F1 + q2F2]
(2.81)
avec : 
p1 = a11µ
2
1 + a12 − a16µ1
p2 = a11µ
2
2 + a12 − a16µ2
q1 = a12µ1 +
a22
µ1
− a26
q2 = a12µ2 +
a22
µ2
− a26
(2.82)
et : 
µ1µ2 = −
√
Eh
Ev
µ21 + µ
2
2 = 2νhv − EhGvh
−i (µ1 + µ2) =
√
Eh
Gvh
− 2νhv + 2
√
Eh
Ev
(2.83)
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La recherche du potentiel ne´cessite l’application de la me´thode de transformation
conforme (conformal–mapping). Il s’agit une transformation affine de la re´gion conside´re´e
a` une autre configuration sur laquelle la section elliptique initiale se transforme en une
section circulaire.
La fonction de transformation s’e´crit (k = 1, 2) :
zk =
a− iµkb
2
ζk +
a+ iµkb
2
1
ζk
(2.84)
et :
ζk =
zk +
√
z2k − a2 − µ2kb2
a− iµkb (2.85)
La fonction Fk prend la forme :
Fk (zk) = Ak ln ζk +
∞∑
m=1
Akmζ
−m
k (2.86)
ou` on peut e´crire :
F1 (z1) = A1 ln ζ1 +
1
µ1 − µ2
∞∑
m=1
(
bm − µ2am
)
km
ζ−m1 (2.87)
F2 (z1) = A2 ln ζ2 +
1
µ1 − µ2
∞∑
m=1
(
bm − µ2am
)
km
ζ−m2 (2.88)
Pour plusieurs conditions de chargement, les constantes A1 = A2 = 0 et la fonction
n’a besoin que du premier terme de la somme infinie. On pre´sente dans la suite 3 cas de
la condition du chargement et l’expression des parame`tres :
1. Pression uniforme q a` l’inte´rieur de la cavite´ :{
a1 = − qa2 , b1 = −i qb2
am = bm = 0 si m ≥ 2
(2.89)
2. Contrainte tangentielle uniforme t a` la paroi de la cavite´ :{
a1 = i
tb
2
, b1 = − ta2
am = bm = 0 si m ≥ 2
(2.90)
3. Extension p, dans la direction ϕ, par rapport a` l’horizontale, a` l’infini :
a1 = −p2 sinϕ (a sinϕ− ib cosϕ)
b1 =
p
2
cosϕ (a sinϕ− ib cosϕ)
am = bm = 0 si m ≥ 2
(2.91)
Dans le cas d’un tunnel circulaire (a = b = R), la contrainte orthoradiale soumis a`
une pression interne q s’e´crit : :
σθ = q
Eθ
Eh
[
µ1µ2 + n
(
sin2 θ − µ1µ2 cos2 θ
)
+ (1 + µ21)(1 + µ
2
2) sin
2 θ cos2 θ
]
(2.92)
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Figure 2.11: Cavite´ elliptique conside´re´ par Lekhnitskii
et les de´placements :
u = qR
(
1√
EhEv
− n+ νhv
Eh
)
(2.93)
v = qR
(
1− n√
EhEv
− νhv
Eh
)
(2.94)
avec : n = −i (µ1 + µ2)
2.4.5 Solution de Hefny
Sur la base des travaux pre´ce´dents, Hefny [44] a propose´ une solution pour une cavite´
circulaire creuse´e dans un milieu isotrope transverse avec un e´tat de contrainte initiale
anisotrope. La solution consiste a` rechercher deux potentiels complexes V (z) et W (z)
satisfaisant les conditions aux limites. Les conditions aux limites a` la paroi du tunnel
sont repre´sente´es par p
(
aeiθ
)
et q
(
aeiθ
)
respectivement pour la contrainte normale et de
cisaillement, qui sont de´veloppe´es en se´rie de Fourier.
La contrainte orthoradiale a` la paroi en fonction des potentiels complexes V (z) et
W (z) est obtenue sous la forme :
σθ =
(
1 + γ1e
−2iθ) (1 + γ2e−2iθ)V (z) + 2 (1− γ1γ2e−4iθ)W (z)
2 (1− γ1e−2iθ) (1− γ2e−2iθ)
+
(
1 + γ1e
−2iθ) (1 + γ2e2iθ)V (z) + 2 (1− γ1γ2e4iθ)W (z)
2 (1− γ1e2iθ) (1− γ2e2iθ)
(2.95)
ou` les coefficients γ1 et γ2 sont donne´s par (2.60).
Le de´placement, sous forme complexe, est D = ux+iuy. A la paroi du tunnel, Green et
Zerna [42] ont montre´ qu’il peut eˆtre repre´sente´ sous forme de deux fonctions complexes
f(z) et g(z) et leurs conjugue´es :
D = δ1f (z) + ρ1f (z) + δ2g (z) + ρ2g (z) (2.96)
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ou` :
f ′ (z) =
(
1 + γ2
a2
z2
)
V (z) +
(
1− γ2 a2z2
)
W (z)
4 (γ1 − γ2) (2.97)
g′ (z) =
(
1 + γ1
a2
z2
)
V (z) +
(
1− γ1 a2z2
)
W (z)
4 (γ1 − γ2) (2.98)
et : 
δ1 = (1 + γ1) β2 − (1− γ1) β1
δ2 = (1 + γ2) β1 − (1− γ2) β2
ρ1 = (1 + γ1) β2 + (1− γ1) β1
ρ2 = (1 + γ2) β1 + (1− γ2) β2
(2.99)
ou` : {
β1 = S33 − α1S22
β2 = S33 − α2S22
(2.100)
En cas de tunnel non–soutenu dans un milieu isotrope transverse avec les contraintes
initiales verticale Pv et horizontale Ph, Hefny a donne´ la solution pour la contrainte et les
de´placements en paroi :
– contrainte orthoradiale :
σθ =
2 + 2 (γ1 + γ2)
2 − 2γ21γ22 − 4 (γ1 + γ2) cos 2θ
(1 + γ21 − 2γ1 cos 2θ) (1 + γ22 − 2γ2 cos 2θ)
P0
+
4 (γ1 + γ2)− 4 (1 + γ1γ2) cos 2θ
(1 + γ21 − 2γ1 cos 2θ) (1 + γ22 − 2γ2 cos 2θ)
Q0 (2.101)
– de´placement radial :
ur=a =
a
2 (γ1 − γ2) [P0 (γ2ρ1 − γ1ρ2) +Q0 (ρ1 − ρ2)]
+
a
2 (γ1 − γ2) [P0 (γ2δ1 − γ1δ2) +Q0 (δ1 − δ2)] cos 2θ (2.102)
– de´placement orthoradial :
uθ =
a
2 (γ1 − γ2) [P0 (γ1δ2 − γ2δ1) +Q0 (δ2 − δ1)] sin 2θ (2.103)
avec
P0 =
Ph + Pv
2
et Q0 =
Ph − Pv
2
En cas de tunnel soutenu (pression Pi a` la paroi), les contraintes et les de´placements en
paroi sont :
– contrainte orthoradiale :
σθ =
2 + 2 (γ1 + γ2)
2 − 2γ21γ22 − 4 (γ1 + γ2) cos 2θ
(1 + γ21 − 2γ1 cos 2θ) (1 + γ22 − 2γ2 cos 2θ)
(P0 − Pi)
+
4 (γ1 + γ2)− 4 (1 + γ1γ2) cos 2θ
(1 + γ21 − 2γ1 cos 2θ) (1 + γ22 − 2γ2 cos 2θ)
Q0 (2.104)
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– de´placement radial :
ur=a =
aPi
2 (γ1 − γ2) [P0 (γ1ρ2 − γ2ρ1) + (γ1δ2 − γ2δ1)] cos 2θ (2.105)
– de´placement orthoradial :
uθ =
aPi
2 (γ1 − γ2) (γ2δ1 − γ1δ2) sin 2θ (2.106)
2.5 Comportement diffe´re´
2.5.1 Mode`les rhe´ologiques prenant en compte un comporte-
ment diffe´re´ du terrain
Le fluage des roches est un phe´nome`ne complexe dont les caracte´ristiques de´pendent du
type de roche, de la tempe´rature et des contraintes impose´es. Le comportement rhe´ologique
diffe´re´ du massif rocheux est pris en compte en conside´rant que les parame`tres e´lastiques
et les parame`tres de re´sistance de´pendent du temps. Deux approches utilise´es pour la prise
en compte du comportement diffe´re´ du massif rocheux sont utilise´es :
– soit conside´rer une loi de comportement he´re´ditaire des mate´riaux qui peut eˆtre
repre´sente´e par un mode`le rhe´ologique du type viscoe´lastique, viscoplastique ou`
elasto-viscoplastique ;
– soit faire l’hypothe`se que la de´formation totale est la somme de la de´formation
instantane´e et de la de´formation de fluage, et de se donner une loi de comportement
pour la partie instantane´e et une loi de comportement pour la partie diffe´re´e.
Mode`les viscoe´lastiques
Ce sont les mode`les rhe´ologiques les plus simples qui permettent de distinguer un
comportement a` court terme et un comportement a` long terme du massif. L’inte´gration
de ces mode`les dans le cadre de la me´thode convergence-confinement conduit a` identifier
des courbes de convergences a` court terme puis a` long temrs (FIG. 2.12).
?
ur
p??
long terme
court terme
?0
??????0
up ?0\2G0 ?0\2G?
p??
Figure 2.12: Application de la me´thode convergence-confinement dans le cas d’un milieu
viscoe´lastique
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Mode`le de Newton est le mode`le le plus simple inte´grant l’effet du temps. Il s’agit
d’un amortisseur dont la viscosite´ dynamique est η. La vitesse de distorsion en cisaillement
simple s’e´crit :
τ = η
.
γ (2.107)
En compression simple, la vitesse de de´formation axiale totale
.
εaxial est la suivante :
.
εaxial =
σaxiale
2η(1 + ν)
(2.108)
Mode`le de Maxwell Le mode`le de Maxwell se compose des 2 e´le´ments de base en
se´rie : un ressort caracte´rise la de´formation e´lastique et un amortisseur caracte´rise le
de´formation diffe´re´e. La vitesse de distorsion s’e´crit :
.
γ =
.
τ
G
+
τ
η
(2.109)
La fonction de fluage a donc pour expression :
εaxiale =
σaxiale
E8m
+
σaxiale
2η(1 + ν)
t (2.110)
Mode`le de Kelvin–Voigt Le mode`le de Kelvin–Voigt correspond a` la mise en paralle`le
des mode`les de Newton et de Hooke. La fonction de fluage s’e´crit :
εaxiale
σaxiale
=
1
E8k
[
1− e− E2η(1+ν) t
]
(2.111)
Mode`le de Burger Le mode`le de Burger correspond a` la mise en se´rie des mode`les
de Kelvin–Voigt et de Maxwell. Dans la configuration du fluage uniaxial, la de´formation
totale est donc :
εaxiale =
σaxiale
EM
+
σaxiale
2η(1 + ν)
t+
σaxiale
EK
[
1− e−
EK
2η(1+ν)
t
]
(2.112)
Mode`les e´lasto-viscoplastiques
Mode`le e´lasto-viscoplastique de Be´rest L’application du mode`le viscoe´lastique est
limite´e a` un nombre assez faible de situations re´elles. Be´rest [45], [46] et Be´rest et Nguyen
Minh [47] ont propose´ un mode`le de calcul des effets de creusement et de la pose d’un
reveˆtement qui tient compte d’un comportement viscoplastique du massif.
Ce mode`le e´lasto-viscoplastique (FIG. 2.13a) associe en se´rie un mode`le e´lastique ins-
tantane´ de Hooke et un mode`le viscoplastique diffe´re´ de Bingham [48]. La vitesse de
de´formation totale est la somme des vitesses de de´formation e´lastique et de de´formation
viscoplastique :
.
ε =
.
εe +
.
εvp (2.113)
Le crite`re viscoplastique ne de´pend que de l’e´cart entre les contraintes principales extre´males
(crite`re de Tresca). La vitesse de de´formation viscoplastique est donc :
.
εvp =
1
η
(σθ − σr − 2C) (2.114)
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Figure 2.13: Mode`le elasto–viscoplastique de Be´rest (a) et mode`le CVISC (b)
En introduisant la relation de comportement dans l’e´quation d’e´quilibre, on obtient l’e´quation
diffe´rentielle suivante :
r
du
dr
+ u =
1− 2ν
2G
(
2r∆σr + r
2d∆σr
dr
)
(2.115)
Tant que le taux de de´confinement est infe´rieur a` la valeur critique λe =
C
σ0
pour le crite`re
de Tresca, le massif reste entie`rement dans le domaine e´lastique. Dans le cas contraire,
une zone plastique apparaˆıt. Le rayon Rvp de la zone viscoplastique e´volue en fonction du
temps.
Le de´placement radial a` la paroi est donne´ par l’expression :
2G
σ0
uR
R
= −(1− 2ν)λ+ 2(1− ν)λe
(
Rvp
R
)2
(2.116)
Mode`le CVISC Les mode`les analogiques de base pre´sente´s aux paragraphes pre´ce´dents
sont de type viscoe´lastique non relaxant (Newton, Kelvin–Voigt), de type viscoe´lastique
relaxant (Maxwell) ou de type e´lasto–viscoplastique (Be´rest). Le mode`le CVISC est de
type e´lastoplastique visqueux. Il de´coule de celui de Burger et comprend, en plus de ce
dernier, un patin plastique de type Mohr–Coulomb. La loi d’e´coulement associe´e permet
de calculer des de´formations plastiques irre´versibles qui se de´veloppent instantane´ment
puis au cours du temps. C’est la raison pour laquelle ce mode`le est souvent applique´ en
travaux souterrains. La FIG. 2.13b donne la repre´sentation du mode`le.
Ce type de mode`le rhe´ologique a e´te´ utilise´ par Boidy [49] pour mode´liser le compor-
tement diffe´re´ des cavite´s souterrains (a` l’aide du code de calcul FLAC).
The´orie de Perzyna et lois viscoplastiques a` potentiel La the´orie de la viscoplas-
ticite´ de Perzyna fut initialement de´veloppe´e pour les me´taux, avant d’eˆtre e´tendue a` la
mode´lisation des comportements viscoplastiques des ge´omate´riaux.
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L’apparition de de´formations irre´versibles est ge´ne´ralement conditionne´e par le de´passement
d’un seuil de contrainte. Cette constatation ame`ne a` conside´rer l’existence d’une fonction
limite f qui associe au tenseur des contraintes un nombre re´el. Lorsque le comportement
mode´lise´ est de type e´lastoplastique, seules les valeurs ne´gatives ou nulles de f(σ) sont
admissibles. En revanche, dans le cas de la viscoplasticite´, les e´tats tels que f(σ) > 0 sont
possibles. Le point repre´sentatif de l’e´tat de contrainte dans l’espace des contraintes prin-
cipales appartient alors a` une surface parame´tre´e par la norme du taux de de´formations
viscoplastique,
.
εvp, d’e´quation f (
.
εvp) = 0 le long de laquelle le potentiel de dissipa-
tion est constant. Ces e´quipotentielles de´finissent une famille de surfaces, comprises entre
la surface de charge plastique correspondant a` une vitesse d’e´coulement infiniment lente
(F = 0) et la surface de charge correspondant a` un e´coulement infiniment rapide (F =∞)
(FIG. 2.14).
Figure 2.14: De´finition des e´quipotentielles du domaine viscoplastique pour un mate´riau
isotrope dans l’espace des contraintes principales
En supposant que le mate´riau est purement viscoplastique, c’est-a`-dire que sa viscosite´
ne se manifeste pas dans son domaine plastique, il est possible de de´finir, comme en
plasticite´, une surface de charge de re´fe´rence, F = 0. Pour la fonction de charge, F, qui
caracte´rise la surcontrainte, Perzyna sugge`re l’expression suivante :
F (σ, ε) =
f(σ)
κ(εvp)
− 1 (2.117)
Lemaitre [50] a utilise´ une loi d’e´crouissage isotrope et au lieu d’utiliser le travail
viscoplastique comme variable d’e´crouissage, a choisi la de´formation plastique et la loi
d’e´crouissage s’e´crit :
κ(εvp) = (εvp)
−m/n (2.118)
L’e´quation de la loi d’e´coulement donne´e par Perzyna se simplifie donc et la loi viscoplas-
tique de Lemaitre s’e´crit finalement :
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.
κ(εvp) = γ (q − σs)2 (εvp)m (2.119)
Fabre [51] a de´taille´ la loi de Lemaitre et l’a applique´e pour l’e´tude du fluage et l’endom-
magement des roches argileuses.
2.5.2 Mode`le semi-empirique de Sulem
L’analyse des courbes de convergence doit tenir compte a` la fois de la distance au
front de taille x et du temps t qui s’est e´coule´ depuis le passage du front de taille a` la
section conside´re´e. La de´formation totale peut eˆtre de´finie comme la somme de la partie
instantane´e εi et de la partie diffe´re´e εd :
ε = εi + εd (2.120)
Aussi, les premiers travaux (Panet [52]) font l’hypothe`se que la convergence totale s’e´crit
sous la forme :
C(x, t) = C1(x) + C2(t) (2.121)
de´couplant l’effet d’avancement du front de taille et les de´formations diffe´re´es fonction de
la rhe´ologie du milieu encaissant.
Influence de l’avancement du front de taille
A proximite´ du front de taille, l’e´tat des contraintes est tridimensionnel. On montre
(Panet [4]) que ce proble`me est e´quivalent a` un proble`me en de´formation plane en assimi-
lant l’effet de la proximite´ du front de taille a` celui d’une pression fictive de soute`nement.
L’avancement du front de taille modifie les conditions d’e´quilibre et provoque des
mouvements de convergence dans les sections en arrie`re du front. Au-dela` d’une certaine
distance, l’avancement du front n’a plus d’influence sur la convergence.
Dans le cas d’un milieu e´lastique, Panet [52] propose pour la fonction C1(x), une e´volution
du type :
C1(x) = C∞x
[
1− e(− xX )
]
(2.122)
Pour le cas d’un milieu e´lastoplastique, l’effet de l’avancement du front peut eˆtre repre´sente´
par la loi :
C1(x) = C∞x
[
1−
(
X
x+X
)2]
(2.123)
Influence du comportement rhe´ologique du mate´riau
Durant les arreˆts du front, ou en dehors de la zone d’influence de front de taille,
l’e´volution en fonction du temps de la convergence ne de´pend que du comportement
rhe´ologique diffe´re´ du mate´riau. Pour repre´senter l’e´volution de la convergence en fonction
du temps, la plupart des auteurs proposent une loi analytique :
– soit du type exponentiel (exemple du milieu viscoe´lastique de Kelvin-Voigt) :
C2(t) = A
[
1− e(− tT )
]
(2.124)
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– soit du type logarithmique :
C2(t) = A log
(
1 +
t
T
)
(2.125)
A partir de l’e´tude des courbes de convergences du tunnel du Fre´jus, Sulem [53], [54] a
propose´ une loi puissance sous la forme :
C2(t) = A
[
1−
(
T
t+ T
)n]
(2.126)
Sulem [53][2] a constate´ que le parame`tre A n’est pas constant mais e´volue en fonction
de la distance au front x, avec la meˆme e´volution que la fonction C1(x). Il a ainsi propose´
l’expression suivante de la convergence :
C(x, t) = A1f(x) [1 + A2g(t)] (2.127)
soit :
C(x, t) = C∞x
[
1−
(
X
x+X
)2]{
1 +m
[
1−
(
T
t+ T
)n]}
(2.128)
Cette fonction de´pend de 5 parame`tres X,T,m,C∞x, n ou` :
– x est la distance de la section conside´re´e au front de taille ;
– t est le temps depuis le passage du front ;
– T est un temps caracte´ristique du comportement diffe´re´ du terrain ;
– X est un parame`tre homoge`ne a` une longueur, de´pendant de l’extension de la zone
plastique, ainsi que de la distance d’influence du front de taille, avec X = 0, 84rp
(rp est le rayon plastique) ;
– C∞x est la convergence instantane´e pour un avancement infiniment rapide ;
– m = A
C∞x est le rapport entre la convergence diffe´re´e et la convergence instantane´e ;
– n est un parame`tre qui est souvent fixe´ a` 0,3.
A l’arreˆt du front (x reste constant), la convergence continue a` e´voluer a` cause de
l’effet du temps. Quand le front s’e´loigne et a` t tend vers infinie, la convergence finale est
donne´e par la relation suivante :
Ctotale = C∞x (1 +m) (2.129)
2.6 Conclusions
Les solutions pre´sente´es ci–dessus permettent de calculer les champs de contraintes et
de´placements a` la paroi d’un tunnel creuse´ dans un milieu infini e´lastique line´aire isotrope
transverse.
Dans le cadre de notre e´tude, on se propose de de´velopper une solution semi–analytique
au chapitre 4 pour de´terminer les champs de contraintes et de´placements a` l’inte´rieur du
massif et e´galement dans le cas d’un comportement e´lastique isotrope transverse non–
line´aire.

Chapitre 3
E´tude de l’anisotropie de la
descenderie de Saint-Martin-la-Porte
L’excavation de la descenderie de Saint-Martin-la-Porte a rencontre´ des difficulte´s lors
de la rencontre des terrains Houiller a` partir du PM 810. Dans cette zone, le comporte-
ment fortement poussant du terrain a conduit a` revoir la me´thode de soute`nement comme
de´crit dans le chapitre 1.
Dans ce chapitre, on se propose d’analyser l’anisotropie des convergences a` partir d’une
nouvelle me´thode de calage et de proposer une me´thode de pre´vision de leur e´volution
dans le temps.
Figure 3.1: De´formation me´trique et alesage de la section initiale
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3.1 Convergences observe´es dans la descenderie
3.1.1 Mesures brutes de convergence et de nivellement
Afin de suivre les de´formations dans le temps de la descenderie de Saint-Martin-la-
Porte, lors de l’excavation des sections re´gulie`rement espace´es de 5 m sont e´quipe´es en
paroi de 5 (voire 7) plots de mesures (FIG. 3.2) dont la position dans l’espace est mesure´e
par vise´e optique.
Figure 3.2: Implantation sche´matique des plots de mesures dans une section
Les mesures initiales sont faites, sauf exception, a` moins de 3 m du front de taille. La
FIG. 3.2 pre´sente l’implantation sche´matique des plots de mesure : en pratique, les 5 plots
sont globalement situe´s dans la demi-section supe´rieure, la corde 1-5 e´tant globalement
horizontale et diame´trale (notamment pour le profil DSM).
Les mesures par vise´e optique re´alise´es sont absolues en altitude (coordonne´es z),
mais restent relatives dans un plan horizontal (le repe`re des coordonne´es x, y n’e´tant
pas constant d’une date de mesure a` une autre). Les figures 3.3 et 3.4 pre´sentent l’allure
typique des courbes de convergence relative, par la mesure du raccourcissement de 6
cordes, ainsi que des courbes de nivellement absolu des plots de mesures, obtenues au PM
1311 dans une zone de tre`s fortes convergences.
Les courbes de convergence brutes montrent clairement une de´pendance en fonction
de la corde conside´re´e, fonction de l’inclinaison de la corde et de sa longueur initiale
(une corde diame´trale converge plus qu’une corde tangente a` la paroi). Dans le cadre de
la pre´sente e´tude, on a tente´ une exploitation syste´matique des courbes de convergence
brutes avec la loi de convergence a` 4 parame`tres, propose´e par Sulem [53] : pour la zone
P2-P7-2 (PM 1000-1250) et DSM (PM 1400-1550).
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Figure 3.3: Allure typique des courbes brutes de convergence (PM 1311)
Figure 3.4: Allure typique des courbes brutes de nivellement (PM 1311)
L’exploitation se re´ve`le longue et la variabilite´ des parame`tres rend les conclusions
difficiles a` mettre en forme en particulier pour ce qui est de de´crire la de´formation re´elle.
Compte tenu de l’implantation des plots de mesures, seule la corde 1-5 est ve´ritablement
diame´trale sur le line´aire excave´ en DSM notamment et l’analyse directe des mesures de
convergence peut conduire a` une sous-estimation ge´ne´rale des mouvements engendre´s par
l’excavation. Les paragraphes suivants pre´sentent les artefacts possibles d’une exploitation
directe des donne´es.
3.1.2 Convergences moyennes et maximales
Convergences moyennes
Afin de simplifier l’analyse, l’exploitation des mesures de convergence peut s’appuyer
sur la moyenne des cordes juge´es repre´sentatives : cordes 1-4, 2-4, 1-5 et 2-5 (cf. FIG. 3.5
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Figure 3.5: Convergences moyennes estime´es (Bonini et al [55])
d’apre`s Bonini et al. [55]).
Le choix de limiter l’analyse aux convergences moyennes conduit a` sous-estimer large-
ment les convergences re´elles de la galerie. En effet, si la corde 1-5 correspond bien a` une
corde diame´trale, en particulier sur le line´aire excave´ en DSM, les plots 2 et 4 sont situe´s
dans la partie haute de la section et les convergences correspondantes ne repre´sentent pas
la convergence de points diame´tralement oppose´s. Pour reme´dier a` ce proble`me, on peut
aussi conside´rer les de´formations en paroi en normalisant la convergence par la longueur
initiale de la corde.
Convergences maximales
Barla et al. [17] synthe´tisent les re´sultats issus des mesures de convergence sur la
descenderie sur le tronc¸on PM 1400-1550. Les convergences maximales mesure´es sur
cordes (essentiellement cordes 1-3, et cordes 1-5 entre pie´droits en fin de tronc¸on) sont
repre´sente´es a` la FIG. 3.6.
Figure 3.6: Convergences maximales mesure´es sur cordes PM 1400-1550 (Barla et al.
[17])
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Paradoxalement, le choix de retenir la convergence maximale peut aussi conduire a`
sous-estimer les de´placements. Sur le line´aire excave´ en P7-3, la convergence maximale
est ge´ne´ralement donne´e par la corde 1-5 qui est situe´e en partie basse de la section et
ne correspond pas tout a` fait a` une corde diame´trale. Sur le line´aire excave´ en DSM, la
convergence maximale est donne´e par la convergence 1-3 qui ne correspond pas a` une
corde diame´trale.
Ces remarques montrent que l’implantation des plots est de´terminante pour garantir
la repre´sentativite´ des mesures. La variabilite´ de la corde maximale (1-3 ou 1-5) selon
le cas illustre l’anisotropie des convergences mais sans en autoriser une caracte´risation
claire. L’exploitation propose´e dans la section 3.2 cherche a` pre´ciser objectivement cette
anisotropie des convergences.
3.1.3 Autres facteurs a` conside´rer
Il convient de noter deux points essentiels dans l’interpre´tation des mesures de conver-
gence :
– les plots de mesures sont installe´s la plupart du temps a` meˆme la paroi de be´ton
projete´ (sur les cintres), dans certaines sections les plots sont mis en place sur des
tiges fiche´es dans le terrain : on ne mesure donc pas strictement le mouvement de
la paroi, mais d’un point a` une certaine distance de la paroi dont le mouvement est
ne´cessairement plus faible ;
– lors du reprofilage, les plots de mesures de phase 1 sont neutralise´es et les plots de
mesures de phase 2 est re´installe´s parfois a` des PM sensiblement diffe´rents et avec
un de´lai qui peut eˆtre localement important : ne´gliger la convergence non accessible
aux mesures entre les 2 phases sous-estime e´galement le mouvement global de la
section.
3.2 Mise en e´vidence d’axes principaux de de´forma-
tion
Les deux choix expose´s ci-dessus d’une part sous-estiment clairement les convergences
moyennes et d’autre part ne caracte´risent pas pre´cise´ment l’anisotropie observe´e. Les ap-
proches existantes conside`rent a priori que l’anisotropie est un phe´nome`ne de second ordre
devant les effets diffe´re´s. On conside`re au contraire que ce trait du comportement est es-
sentiel pour e´valuer correctement les efforts a` long terme sur le reveˆtement, en particulier
lors d’un creusement au tunnelier pour lequel aucun renforcement pre`s du front n’est fa-
cile a` mettre en œuvre, celui-ci contribuant a priori largement a` une homoge´ne´isation des
convergences et donc a` une limitation de l’anisotropie du mouvement.
Les paragraphes suivants de´crivent la de´marche entreprise pour caracte´riser plus sys-
te´matiquement l’anisotropie observe´e dans la descenderie de Saint-Martin-la-Porte.
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3.2.1 Description de la cine´matique en paroi
Conside´rant que l’anisotropie des convergences observe´es en galerie est :
– de nature a` largement influencer les efforts transmis a` long terme sur les reveˆtements ;
– un facteur essentiel a` la description correcte des phe´nome`nes, compte tenu de sa
relation intrinse`que avec la structure du mate´riau (directions des plans de faiblesse
me´canique) et l’e´tat de contrainte au sein du massif a` l’e´chelle de l’ouvrage ;
on a cherche´ a` caracte´riser plus finement la cine´matique du mouvement.
La forme initiale de la section (globalement circulaire, notamment pour le profil DSM),
ainsi que le creusement a` grande profondeur, incitent a` adopter une syme´trie cylindrique
pour la description du phe´nome`ne. A partir de la section initiale sensiblement circulaire,
les observations montrent clairement une ovalisation de la section (FIG. 1.18) au fur et a`
mesure de l’avancement.
Sans que l’on attribue a priori cette ovalisation a` un e´tat anisotrope de contraintes ou
a` un terrain pre´sentant des caracte´ristiques anisotropes du fait de sa structure (les deux
phe´nome`nes e´tant ne´cessairement combine´s), on a cherche´ a` traduire la de´formation de
la section d’excavation circulaire initiale en une section elliptique. Cette mise en forme
conduit a` la de´termination des directions principales de de´formations obtenues comme les
axes de la section elliptique correspondant a` des cordes fictives diame´trales.
L’interpre´tation des donne´es dans ce cadre repose sur l’hypothe`se que les de´formations
et les pressions de soute`nement se de´veloppent sur tout le pourtour de la section (y com-
pris en radier), correspondant a` une fermeture globale de la section dans un champ de
contrainte sensiblement homoge`ne a` proximite´ de l’excavation, ne´gligeant les effets de gra-
vite´. La FIG. 1.18 typique des de´formations observe´es confirme ce point de vue.
3.2.2 Traitement ge´ome´trique des donne´es de convergence et de
nivellement
Transformation en 2D (recalage des plots dans un plan vertical)
Chaque plot de mesure est localise´ dans l’espace par 3 coordonne´es globales (x, y, z).
Seule l’altitude z est mesure´e de fac¸on absolue. Le repe`re de coordonne´es horizontales
(x, y) est variable en fonction de la date de mesure. Les mesures donnent donc a priori
uniquement acce`s a` la de´formation relative entre 2 points de mesure dans une meˆme
section mais sans que l’on puisse de´crire directement le mouvement re´el de chaque point.
Si l’on projette les plots de mesure sur un plan horizontal, la FIG. 3.7 montre une
rotation ale´atoire de la section pour diverses dates de mesures. On remarque que les plots
de mesures au PM 1311 ne sont pas tout a` fait dans un meˆme plan vertical, ce qui est
indique´ par le le´ger de´crochement de la trace des cordes 1-2 et 4-5 aux extre´mite´s par
rapport au plan moyen vertical.
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Figure 3.7: Repe´rage 3D de la section dans le repe`re global et rotation ale´atoire de la
section (PM 1311) projete´e dans le plan horizontal global (x, y) en fonction de la date de
mesure
La description de l’e´volution ge´ome´trique de la section dans le temps repose sur la
de´marche suivante :
– a` chaque date, projection des points (1, 2, 3, 4, 5) sur le plan moyen vertical de la
section conside´re´e ;
– rotation du plan moyen vertical pour faire co¨ıncider tous les plans moyens verticaux
correspondant.
En retenant l’hypothe`se que le mouvement du plot 3 situe´ en vouˆte est oriente´ vers le
centre de l’ellipse recherche´e, le mouvement des parois dans le temps peut alors eˆtre
de´crit dans un unique plan vertical (Ox′y′), O e´tant la position initiale du plot 3, y′ la
direction centre-plot 3 et x′ la direction orthogonale. On recherche a priori une ellipse
dans le plan vertical (OXY ), la direction OX e´tant horizontale.
Expression de l’ellipse
Dans le plan (OX ′Y ′), incline´ d’un angle α par rapport au repe`re (OXY ) de´crit ci-
dessus, l’e´quation ge´ne´rale de l’ellipse recherche´e a pour expression (FIG. 3.9a) :(
X ′ −X ′C
a
)2
+
(
Y ′ − Y ′C
b
)2
= 1
ou` :
– a est le demi-grand axe ;
– b est le demi-petit axe ;
– X ′C , Y
′
C sont les coordonne´es du centre de l’ellipse dans le repe`re (OX
′Y ′).
Calage des parame`tres
L’e´volution de la convergence d’une section quelconque est repre´sente´e par le de´placement
des points de mesures. Pour chaque date de mesure dans une section donne´e, on recherche
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l’ellipse approchant au mieux la position des plots dans l’espace, de telle sorte que les
cinq points de mesures soient confondus avec l’ellipse recherche´e. Le calage est re´alise´ en
utilisant une de´marche analogue a` celle de´crite a` la section 3.3.1 pour la loi de convergence.
L’ellipse de´pend de 5 parame`tres. Le calage s’effectue par e´tapes selon le sche´ma sui-
vant :
– e´tape 1 : calage sur 5 parame`tres (a, b, α,Xc, Yc) : le nombre important de parame`tres
re´duit les contraintes du calage et on observe une grande variabilite´ des parame`tres
α et (Xc, Yc) contrairement a` l’ide´e initiale d’une section convergeant vers son centre.
La FIG. 3.10a montre un exemple de ce type de calage au PM 1311 ;
– e´tape 2 : calage sur 4 parame`tres (a, b, α,Xc), en fixant l’ordonne´e du centre a` sa
valeur initiale Yc = Yc(t = t0) de´termine´e a` partir de l’e´tape 1 : on observe une
variabilite´ de α mais de fac¸on monotone avec une tendance marque´e vers α0 =
α(t = ∞). A titre d’exemple, la FIG. 3.10b repre´sente graphiquement l’e´volution
des parame`tres sur laquelle une tendance constante de l’orientation α est observe´e ;
– e´tape 3 : calage sur 3 parame`tres (a, b,Xc), α = α0 e´tant fixe´ a` partir de la tendance
observe´e a` l’e´tape 2 : c’est le calage le plus satisfaisant et choisi pour l’ensemble des
sections analyse´es.
On de´crit la cine´matique en pre´cisant les deux parame`tres suivants :
– α : inclinaison du grand axe de l’ellipse par rapport a` l’horizontal (−pi
2
≤ α ≤ pi
2
) ;
– β = Cb/Ca : rapport d’anisotropie des convergences, Ca (respectivement Cb) e´tant
le convergence de´duite de l’e´volution de l’ellipse dans la direction du grand axe
(respectivement petit axe).
Le choix entre grand axe et petit axe est fait sur les dernie`res mesures loin du front.
Figure 3.8: De´placements des plots de mesures dans un unique plan vertical (hypothe`se :
mouvement du plot 3 en direction du centre de l’ellipse recherche´e)
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Figure 3.9: (a) Repre´sentation conventionnelle de l’ellipse et (b) observation sur le
tronc¸on e´tudie´
Figure 3.10: Calage de l’ellipse (a) sur 5 parame`tres et (b) sur 4 parame`tres au PM 1311
Figure 3.11: Calage de l’ellipse au PM 1311 : α et Yc sont fixe´s
3.2.3 Synthe`se des donne´es mises en forme
Le calage, suivant l’e´tape 4 de´crite ci-dessus, est illustre´e sur les figures 3.12 et 3.13,
pour les profils P7-3 et DSM, qui superposent :
– les plots de mesures initiales en rouge et finales en violette ;
– l’ellipse initiale en bleu et l’ellipse finale en vert ;
– le grand axe en bleu et le petit axe en orange ;
– le releve´ de front initial (peu apre`s l’excavation et donc sensiblement a` la meˆme date
que les premie`res mesures).
Les dimensions de l’ellipse vis-a`-vis des dimensions de la section re´elle ne sont qu’indi-
catives. L’orientation de l’ellipse est par contre repre´sentative est peut eˆtre compare´e au
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leve´ de front.
L’exploitation des ellipses sur le tronc¸on e´tudie´ conduit la plupart de temps a` une
ellipse oriente´e tel que le de´crit la FIG. 3.9b avec un angle α < 0.
Il faut noter que les plots de mesures sont globalement situe´s sur la demi-section
supe´rieure et qu’il existe une incertitude sur le calage pour la partie basse de la section.
Les figures 3.12 et 3.13 repre´sentent l’e´volution dans le temps des convergences suivant
les axes de l’ellipse pour les tronc¸ons creuse´s en profil P7-3 et DSM. Les figures 3.14 et
3.15 repre´sentent l’e´volution correspondante du rapport d’anisotropie des convergences.
Le calage exhaustif suivant l’e´tape 4 pour l’ensemble des sections de convergence du
tronc¸on 1250-1550 est re´capitule´ dans le TAB. 3.1. Le TAB. 3.2 identifie des zones de´crites
par des plages cohe´rentes des valeurs de l’inclinaison α du grand axe par rapport a` l’hori-
zontal et du rapport d’anisotropie des convergences β = Cb/Ca et que l’on identifie comme
des zones sensiblement homoge`nes d’un point de vue cine´matique.
Profil PM Phase
Date de´but Date fin
α YC ai bi X
i
C af bf X
f
C
β t x
de mesure de mesure
P7-2
1253 1 09/07/05 26/07/05 -70˚ -6,00 6,02 5,64 1,21 6,02 5,38 1,15 2
1260 1 10/08/05 08/11/05 -87˚ -5,39 5,40 5,06 0,15 5,32 4,92 0,17 1,75
1265 1 10/08/05 08/11/05 -90˚ -5,41 5,41 5,05 -0,15 5,40 4,85 -0,08 20
P7-3
1272 1 26/08/05 12/12/05 -15˚ -5,21 5,26 5,23 -0,38 4,82 4,33 -0,52 2,07
1278 1 08/09/05 05/01/06 -10˚ -5,19 5,15 5,19 0,35 4,45 4,20 0,21 1,40
1284 1 16/09/05 02/01/06 -10˚ -5,37 5,19 5,40 -0,19 4,51 4,06 -0,16 1,97
1291 1 23/09/05 09/01/06 -20˚ -5,22 5,27 5,16 0,43 4,55 4,00 0,61 1,62
1297 1 29/09/05 09/01/06 10˚ -5,12 5,23 5,12 0,10 4,52 3,74 -0,30 1,96
1311 1 14/05/05 17/03/06 -45˚ -3,05 5,32 5,38 -4,43 4,33 4,15 -4,55 1,23 1 1
1322 1 30/11/05 13/04/06 -70˚ -3,40 5,31 5,06 4,00 4,45 4,13 3,94 1,21 34 2
1331 1 15/12/05 05/05/06 -50˚ -5,32 5,22 5,12 -0,21 4,54 4,30 0,08 1,20 6 3
1342 1 12/01/06 05/05/06 -55˚ -4,17 5,14 5,14 3,02 4,35 4,25 2,67 1,12 1 0
1367 1 06/02/06 27/06/06 -60˚ -5,20 5,21 5,21 -0,73 4,99 4,42 -0,61 3,59 2 1
1375 1 14/14/06 04/07/06 -50˚ -4,95 4,81 5,01 -0,21 4,53 4,41 -0,35 2,17 2 2
1384 1 09/05/06 24/07/06 35˚ -5,04 5,16 5,01 0,14 4,79 4,28 -0,28 1,95 5 1
DSM
1399 1 10/07/06 16/08/06 -25˚ -6,28 6,49 6,34 -0,14 6,38 5,63 0,19 6,03 1 2
1399 2 20/08/06 09/11/06 -25˚ -5,68 5,84 5,65 0,14 5,77 5,41 0,24 3,59
1406 1 20/07/06 25/08/06 -30˚ -6,26 6,27 6,26 0,26 6,21 5,68 0,47 9,62 2 2
1409 2 13/09/06 21/11/06 -25˚ -5,86 5,86 5,88 -0,13 5,81 5,69 -0,1 3,96
1413 1 26/07/06 08/09/06 -25˚ -6,30 6,55 6,23 0,10 6,55 5,37 0,5 210,5 2 1
1421 1 05/10/06 12/01/07 -25˚ -5,47 5,61 5,46 0,02 5,58 5,27 0,04 6,13
1433 2 12/10/06 27/12/06 -25˚ -5,81 5,92 5,80 0,35 5,85 5,55 0,4 3,90
1438 1 14/09/06 05/10/06 -20˚ -6,04 6,25 6,03 0,13 6,05 5,44 0,14 2,91 2 2
1443 1 28/09/06 24/10/06 -25˚ -6,39 6,43 6,41 0,24 6,31 5,90 0,31 4,14
1444 2 30/10/06 02/03/07 -25˚ -5,75 5,79 5,78 -0,03 5,65 5,33 0,01 3,25 11 2
1450 1 12/10/06 02/11/06 -10˚ -6,11 6,33 6,15 -0,52 6,13 5,80 -0,47 1,75 6 2
1450 2 07/11/06 06/02/07 -10˚ -5,73 5,81 5,71 -0,04 5,64 5,38 0,02 1,94
1458 1 25/10/06 16/11/06 -15˚ -6,85 6,88 6,43 -0,45 6,56 6,22 -0,39 1,54 2 2
1463 1 31/10/06 20/11/06 -35˚ -6,36 6,41 6,36 -0,07 6,25 6,03 -0,07 2,01 2 2
1465 2 08/12/06 09/03/07 -35˚ -5,74 5,85 5,75 -0,69 5,67 5,41 -0,73 1,88
1470 1 13/11/06 24/11/06 -35˚ -6,02 6,22 5,93 0,22 6,08 5,70 0,19 1,61 2 1
1470 2 15/12/06 15/03/07 -35˚ -5,93 5,93 5,94 -0,59 5,76 5,52 -0,68 2,59
1493 1 21/12/06 23/01/07 -30˚ -5,84 6,27 5,66 0,41 6,15 5,30 0,49 3,15 6 1
1494 2 12/02/07 15/05/07 -30˚ -4,39 5,77 5,73 -3,65 5,59 5,42 -3,27 1,73
1507 1 29/01/07 14/02/07 -10˚ -6,27 6,35 6,35 0,86 6,12 5,82 0,86 2,32 5 2
1504 2 19/02/07 26/06/07 -10˚ -5,55 5,80 5,60 0,38 5,53 5,05 0,36 2,03
1514 2 19/03/07 26/06/07 -20˚ -5,79 5,88 5,79 0,12 5,70 5,53 0,05 1,52
1525 2 06/04/07 25/07/07 -10˚ -5,61 5,88 5,70 -0,02 5,71 5,37 0,03 1,83
1531 1 06/03/07 03/05/07 -10˚ -6,06 6,32 6,07 -0,59 5,83 5,57 -0,73 1,04 1 1
1531 2 09/05/07 03/07/07 -10˚ -4,38 5,86 5,73 -3,71 5,70 5,61 -3,5 1,26
1534 2 22/05/07 14/08/07 -20˚ -5,78 5,90 5,78 0,29 5,76 5,63 0,3 1,05
1538 1 27/03/07 03/05/07 -10˚ -6,27 6,31 6,25 -0,37 6,10 6,03 -0,36 1,10 1 1
1544 1 03/04/07 02/05/07 -10˚ -6,34 6,35 6,35 -0,46 6,28 6,23 -0,47 1,68 4
1546 2 04/06/07 30/08/07 -10˚ -5,72 5,89 5,75 -0,32 5,78 5,60 -0,34 1,34
t : date de la premie`re mesure
x : distance au front lors de la premie`re mesure
Tab 3.1: Calage en ellipse : re´capitulatif des sections e´tudie´es sur le tronc¸on PM 1250–1550
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Figure 3.12: Profil P7-3 phase 1–E´volution des convergences (grand axe, petit axe) en
fonction du temps – Superposition des ellipses et des leve´s de front (PM 1311 et PM 1367)
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Figure 3.13: Profil DSM phase 1–E´volution des convergences (grand axe, petit axe) en
fonction du temps – Superposition des ellipses et des leves de front : PM 1399 et PM 1531
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Figure 3.14: Profil P7-3 phase 1–E´volution du rapport d’anisotropie des convergences
(petit axe/grand axe) en fonction du temps
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Figure 3.15: Profil DSM phase 1–E´volution du rapport d’anisotropie des convergences
(petit axe/grand axe) en fonction du temps
Zone PM α β
1 1250 – 1265 -80˚ > 2
2 1272 – 1298 -10˚ -20˚ 1,5 – 3
3 1311 – 1342 -60˚ 1 – 1,5
4 1367 – 1384 -60˚ 1,5 – 3
5 1399 – 1422 -20˚ – -30˚ > 6
6 1438 – 1443 -20˚ – -30˚ 3 – 6
7a 1450 – 1458 -10˚ 1,5 – 3
7b 1463 – 1493 -20˚ – -30˚ 1,5 – 3
7c 1507 – 1525 -10˚ 1,5 – 3
8 1531 – 1550 -10˚ 1 – 1,5
Tab 3.2: Calage en ellipse : identification de zones de comportement similaire sur le
tronc¸on 1250-1550
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3.3 Pre´vision de l’e´volution de convergence
Une fois que les donne´es brutes de convergence–nivellement sont re´interpre´te´es par la
proce´dure de traitement ge´ome´trique, l’anisotropie de de´formations est caracte´rise´e par
les convergences dans les deux directions principales de l’ellipse, qui repre´sentent deux
directions principales de de´formations. Ces convergences sont analyse´es dans le cadre de
la loi de convergence de Sulem (cf section 2.5) afin de pre´voir leur e´volution dans le temps
ainsi que les convergences finales.
Cette analyse consiste en la recherche des 4 parame`tres de la loi de convergence (T , X,
C∞x et m), en calant les courbes de convergences mesure´es par la fonction mathe´matique
de la loi de convergence (e´quation 2.128).
3.3.1 Outil d’optimisation
Le calage des parame`tres de la loi de convergence est effectue´ au moyen d’une rou-
tine d’optimisation base´e sur la me´thode du gradient. L’optimisation est conduite en
recherchant, pour une plage donne´e des parame`tres, la valeur des parame`tres optimaux
correspondant a` la minimisation de l’erreur entre la convergence mesure´e et la convergence
calcule´e de´duite de la loi (2.128), sous la forme :
Sopt = min
T,X,C∞x,m
S (T,X,C∞x,m) = S
(
T opt, Xopt, Copt∞x,m
opt
)
(3.1)
avec :
S (T,X,C∞x,m) =
∑
x,t
[C (T,X,C∞x,m)− Cm(x, t)]2 (3.2)
ou` :
– Cm(x, t) est la convergence mesure´e (correspondant a` une distance x du front et a`
l’instant t) ;
– C (T,X,C∞x,m) est la convergence empirique de´duite de la loi ;
– S (T,X,C∞x,m) est une expression de l’erreur entre les deux grandeurs ;
– Sopt est l’erreur minimale correspondant au meilleur calage ;
– T opt, Xopt, Copt∞x et m
opt les parame`tres optimaux correspondant a` ce calage.
La me´thode du gradient conduisant typiquement a` la de´termination de minima locaux,
il convient de balayer l’ensemble de la plage possible des parame`tres pour en de´duire des
valeurs pertinentes.
3.3.2 Calage sur les axes principaux de de´formation
Le calage des parame`tres de la loi de convergence est classiquement re´alise´ sur les
courbes de convergence brutes des cordes mesure´es initiales. On propose ici de caler la loi
de convergence sur les axes principaux des ellipses, dont la de´marche d’obtention a e´te´
pre´sente´e ci–dessus. L’analyse est conduite sur l’ensemble du tronc¸on PM 1300 – 1550.
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De´marche propose´e
Les arreˆts prolonge´s, ope´re´s lors de l’excavation pour les phases de reprofilage de´finies
dans la me´thode de creusement-soute`nement, offrent la possibilite´ de de´coupler effective-
ment les deux effets lie´s au temps et a` l’avancement du front.
Le calage sur les phases d’arreˆt du front peut tout d’abord eˆtre re´alise´ inde´pendamment
selon les deux axes de l’ellipse sur les 4 parame`tres (T , X, C∞x et m) de la loi de conver-
gence de Sulem (2.128). Ceci nous apporte deux groupes de parame`tres (8 parame`tres),
dont l’un caracte´rise le comportement dans la direction du grand axe et l’autre caracte´rise
le comportement dans la direction du petit axe. Les re´sultats correspondant sont donne´es
au TAB. 3.3.
L’utilisation de deux groupes de parame`tres diffe´rents dans les deux directions princi-
pales n’est pas tout a` fait rationnel. Dans le cas ou` le terrain pre´sente un comportement
anisotrope, l’extension de la zone de´comprime´e et la convergence sont diffe´rentes dans
l’une et l’autre direction. Les deux parame`tres X et C∞x sont par conse´quent des pa-
rame`tres intrinse`quement anisotropes. Le parame`tre T , temps caracte´ristique du terrain,
et le parame`tre m, rapport entre la convergence diffe´re´e et la convergence instantane´e,
caracte´risent quant a` eux les proprie´te´s diffe´re´es du terrain que l’on suppose globalement
inde´pendantes de la direction. Ces parame`tres sont ainsi conside´re´s comme des parame`tres
isotropes.
Afin de de´terminer les parame`tres isotropes du terrain, on de´finit la section circulaire
e´quivalente comme la section de rayon e´quivalent Req =
√
ab (ayant une aire identique a`
celle de la section elliptique d’axes a et b).
La de´marche conside`re ainsi les e´tapes suivantes :
– e´tape 1 : calage des parame`tres T et m sur l’e´volution du rayon e´quivalent a` partir
des seuls arreˆts de front pour les sections pre´sentant une phase d’arreˆt suffisamment
longue (les re´sultats sont donne´es au TAB. 3.3) ;
– e´tape 2 : calage des parame`tres X et C∞x sur l’e´volution des convergence dans les di-
rections principales a` partir de l’ensemble de la courbe, pour les valeurs moyennes de
T et m dans chaque zone identifie´e comme homoge`ne d’un point de vue cine´matique
a` partir du calage des ellipses (cf TAB. 3.2). Les re´sultats sont donne´s au TAB. 3.4.
Calage des parame`tres isotropes sur les phases d’arreˆt (T,m)
Plusieurs sections de mesures sur le tronc¸on e´tudie´ pre´sentent des phases d’arreˆt pro-
longe´es qui sont utilise´es pour une de´termination plus fiable des parame`tres T et m. La
me´thode du gradient, utilise´e pour le calage de la loi de convergence, conduit fondamen-
talement a` la de´termination de minima locaux de´pendant des valeurs initiales du jeu de
parame`tres choisi par l’utilisateur pour initier la de´marche d’optimisation.
L’e´tape 1 qui consiste a` caler les parame`tres isotropes T et m, est illustre´ sur la
FIG. 3.16 a` partir du rayon e´quivalent et sur un phase d’arreˆt au PM 1531 en avril 2007.
La plage possible des parame`tres T et m est balaye´e pour un grand nombre de de
jeux de parame`tres initiaux. Chaque couple de valeurs initiales (Ti, mi) conduit a` une
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Figure 3.16: Optimisation des valeurs de T et m : obtention de minima globaux a` partir
d’un jeu de parame`tres initiaux
estimation de l’erreur entre la convergence mesure´e et la convergence empirique de´duite
de la loi. Chaque point des nuages repre´sente, pour le minimum local correspondant a` un
jeu de parame`tres initiaux, en ordonne´e l’erreur finale entre la convergence mesure´e et la
convergence empirique et en abscisse les valeurs optimise´es des parame`tres T et m.
L’enveloppe minimale des nuages de points est en forme de cuvette qui permet d’isoler
le minimum global de l’erreur et donc le jeu de parame`tres optimaux. A titre indicatif, la
FIG. 3.16 conduit a` T opt = 5 jours et mopt = 7.
Homoge´ne´isation des parame`tres T et m par zone
Pour les parame`tres isotropes T et m ainsi de´termine´s, l’e´tape 2 consiste a` caler les
parame`tres anisotropes X et C∞x sur l’ensemble de la courbe de convergence. Le TAB. 3.3
re´capitule les re´sultats de ce calage pour chaque section pre´sentant un arreˆt suffisamment
Figure 3.17: Calage des parame`tres T et m a` l’arreˆt du front au PM 1531
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prolonge´ et utilisable dans la cadre de la de´marche ainsi de´finie.
Le TAB. 3.3 identifie e´galement les zones homoge`nes d’un point de vue cine´matique
de´duites du calage des ellipses. Ce de´coupage pre´sente des zones ou les parame`tres T et
m sont relativement homoge`nes.
Pour chaque zone homoge`ne, on reconduit le calage a` partir de X et C∞x en fixant les
valeurs moyennes de T et m. Les sections sans phase d’arreˆt sont suppose´es appartenir aux
zones homoge`nes, donc on leur attribue une valeur fixe´e de T et m issue de la moyenne
par zone (parfois re´duite a` une seule section). Le calage correspondant conduit a` des
illustrations graphiques (FIG. 3.18) analogues a` la FIG. 3.17.
Le TAB. 3.4 re´sume les re´sultats de calage de la loi de convergence sur les axes princi-
paux de l’ellipse en moyennant les deux parame`tres isotropes T et m du cercle e´quivalent
par zone homoge`ne.
Figure 3.18: Calage de la loi de convergence sur les axes principaux : re´sultats par section
de mesures, T et m e´tant moyenne´s pour chaque zone (PM 1531)
Les valeurs de C∞x et Ctotale ainsi de´termine´s sont utilise´es dans le chapitre 4 (section
4.6), pour e´valuer les parame`tres me´caniques du terrain a` court et long terme.
Le tronc¸on creuse´ en profil P7-3 (PM 1300 – 1400) conduit a` des valeurs importants
du parame`tre T globalement infe´rieurs a` 50, ce qui te´moigne d’une stabilisation lente des
convergences avec le temps. Le tronc¸on creuse´ en profil DSM (PM 1400 – 1550) conduit
au contraire a` des valeurs plus faible de 5 a` 30. On n’identidie pas de logique claire en ce
qui concerne le parame`tre m, repre´sentatif du rapport entre les effets lie´s au temps et a`
l’avancement du front.
Du point de vue de l’anisotropie, les valeurs importants de X et des convergences C∞x
et Ctotale apparaissent conjointement. On retrouve l’anisotropie de´ja` mise en e´vidence par
zone au TAB. 3.2 : les zones extreˆmes du tronc¸on e´tudie´ sont globalement isotropes avec
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PM T m
Ellipse–grand axe Ellipse–petit axe
X C∞x Ctotale X C∞x Ctotale
1311
81,5 11,5
11,2 0,49 6,19 8,2 0,59 7,44
1322 28 0,52 6,48 71,8 0,57 7,11
1330 19,7 0,45 5,58 43,7 0,63 7,96
1331 28,5 0,44 5,52 41,6 0,51 6,36
1342 27,5 0,52 6,46 15,4 0,55 6,87
1367
102,8 13,4
24,4 0,14 2,03 24,5 0,51 7,29
1385 13,5 0,22 3,12 5,5 0,45 6,42
1384 38,5 0,34 4,84 22,7 0,57 8,14
1399
25 12,6
3 0,07 1,01 18,7 0,46 6,2
1406 3,5 0,04 0,57 9,7 0,37 4,99
1413 † † † 32 0,63 8,52
1438
3,8 7,4
3,7 0,14 1,14 4,4 0,39 3,29
1443 † † † 27,7 0,45 3,82
1450
21 8,2
1,5 0,26 2,42 5,4 0,36 3,32
1458 15,3 0,23 2,1 19,2 0,38 3,46
1463
10 6,7
2,2 0,17 1,33 47,1 0,65 5,02
1470 34,1 0,33 2,56 47,4 0,68 5,23
1493 5,6 0,08 0,6 † † †
1507 29,3 0,33 2,56 1,2 0,73 5,63
1531
4,8 15,8
7,2 0,12 2,02 11,6 0,14 2,31
1538 4,9 0,06 1,07 2 0,05 0,86
† : non calcule´
Tab 3.4: Calage de la loi de convergence sur les axes principaux - T et m e´tant moyenne´s
pour chaque zone
des amplitudes plus marque´s vers le PM 1300 – 1350. Pour les zones centrales du tronc¸on,
l’anisotropie est particulie`rement marque´e sur la zone du PM 1399 – 1413.
Il convient de remarquer que les amplitudes tre`s e´leve´es des convergences totales Ctotale
conduisant a` la refermeture comple`te de la section n’ont pas de signification physique. Elles
correspondent aux convergences attendues a` long terme re´sultant de l’extrapolation des
courbes de convergence empiriques en phase 1 uniquement, sans prendre en compte le
soute`nement ulte´rieur de phase 2 et le reveˆtement de´finitif de phase 3.
L’analyse des parame`tres de la loi de convergence cale´s sur la descenderie est mene´e
comparativement a` d’autres retours d’expe´rience. Le TAB. 3.5 permet une comparaison
des re´sultats mis en e´vidence sur la descenderie de Saint-Martin-la-Porte (cf. TAB. 3.4)
avec d’autres cas de tunnels cite´s par Panet [4].
Pour les terrains marneux et argileux, on obtient des valeurs du rapport X/B relati-
vement faibles, tandis que dans les schistes ces valeurs sont plus e´leve´es, caracte´ristique
d’une zone plastique plus large que dans les autres types de terrains. Pour ce qui concerne
la Descenderie, on peut constater que dans la zone de forte convergence, la valeur du
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rapport X/B est plus importante. Par contre, les temps caracte´ristiques des schistes sont
moins importants que pour les marnes, et les valeurs du parame`tres T trouve´es dans la
zone de faible convergence sont relativement proches des valeurs du tunnel du Fre´jus. Les
valeurs importantes de T correspondent aux valeurs importantes de la puissance n.
Ouvrage Nature du massif T m X/B n
Tunnel du Fre´jus Schistes lustre´s 3,75 4 1,3 0,3
Tunnel Las Planas Marnes 2,3 2,76 0,45 0,3
Galerie de Penly Argile du Gault 25 4,3 0,54 1,15
Tunnel de Chamoise Marne du Jurassique 12,3 6.8 0,4 0,3
Tunnel de Monaco Marnes du Ce´nomanien 24,5 1,58 0,45 1,5
Tab 3.5: Comparaison des parame`tres de la loi de convergence de´termine´s pour diffe´rents
ouvrages
3.3.3 Me´thode observationnelle
Un des objectifs ope´rationnels poursuivis consiste en la validation d’une me´thode ob-
servationnelle, avec calage de la loi sur les premie`res phases de creusement a` l’arrie`re du
front de taille dans une section donne´e (et actualisation au fur et a` mesure du creusement)
pour e´valuer la convergence a` long terme loin a` l’arrie`re du front.
Dans la partie pre´ce´dente, on montre que le mode`le de Sulem est applicable pour de´crire
l’e´volution de la convergence car il a donne´ des bon ajustements avec les mesures. Les
parame`tres sont de´termine´s par optimisation a` partir de l’ensemble des donne´es de chaque
corde. La question de l’ajustement a` partir des toutes premie`res mesures est importante
en phase chantier pour pre´voir les niveaux de convergence attendue a` long terme.
La me´thode observationnelle a pour but d’estimer le temps de mesures ne´cessaire
pour obtenir une bonne pre´diction de la convergence finale. Dans les e´tudes des donne´es
du tronc¸on PM 987-1252 (T.M.Vu [56]), la me´thode observationnelle a montre´ qu’un de´lai
de 20 jours est suffisant pour qu’on puisse obtenir une pre´diction de convergence finale
avec un e´cart de moins de 20 % par rapport a` la convergence finale mesure´e.
Une meˆme de´marche a e´te´ applique´e pour la zone du PM 1399 au PM 1544, mais ici
au lieu d’optimiser sur les 4 parame`tres, on a fixe´ 3 parame`tres T, X et m, de sorte que
les re´sultats de calage des courbes de convergence ne concerne que le seul parame`tre C∞x.
En fixant un meˆme e´cart de 20 %, le calage de la me´thode observationnelle nous a per-
met de de´terminer le de´lai ne´cessaire pour obtenir une bonne pre´diction de la convergence
totale. Le FIG. 3.19 ci-dessous montre a` titre d’exemple les re´sultats graphiques pour les
cordes 1-4 et 2-5 au PM 1531.
Le de´lai moyen pour chaque corde est assez constant, le de´lai ne´cessaire pour obtenir
une bonne pre´diction est de l’ordre de 2 semaines.
3.4. Confrontation aux donne´es lithologiques et structurales 93
Figure 3.19: E´volution de la convergence finale en fonction de date de mesure retenue
3.4 Confrontation aux donne´es lithologiques et struc-
turales
L’observation des mouvements en paroi de la descenderie montre a` l’e´vidence le ca-
racte`re anisotrope de la de´formation. La de´marche de traitement ge´ome´trique des donne´es
de convergence–nivellement a mis en e´vidence des axes principaux de de´formation, les
sections initialement circulaires adoptant une forme elliptique au cours du temps et de
l’avancement du front de taille.
Dans cette section, on cherche a` confronter la cine´matique ainsi caracte´rise´e aux
donne´es ge´ologiques recueillies au cours du creusement notamment a` partir des leve´s
de front ope´re´s syste´matiquement a` l’avancement. L’approche ge´ologique conduite sur le
tronc¸on PM 1250–1550, a e´te´ re´alise´ dans le cadre du stage de Lascols [57].
3.4.1 Leve´s de front et reconstitution ge´ologique
Le contexte ge´ologique de la descenderie a e´te´ pre´sente´ a` la section 1.2.2. La description
des terrains rencontre´s au cours de l’excavation de la descenderie a e´te´ re´alise´e par la
maˆıtrise d’œuvre graˆce a` une e´tude ge´ologique de´taille´e des leve´s de front environ tous les
5 m. La FIG. 3.20 donne un exemple de front au PM 1484 ainsi que la le´gende associe´e. Une
synthe`se de la ge´ologie rencontre´e est disponible a` travers une coupe longitudinale sur le
line´aire rencontre´. Un extrait de cette reconstitution ge´ologique est donne´ a` la FIG. 3.21.
Les fronts successifs sont syste´matiquement mixtes, les terrains du Houiller productif
e´tant caracte´rise´s par la coexistence de plusieurs facie`s, dont on observe typiquement les
proportions suivantes :
– niveau gre´seux : 40–50 % ;
– niveau schisteux : 45–55 % ;
– niveau charbonneux : 5–15 %.
Les terrains sont de´crits plus pre´cise´ment dans le cadre de l’approche lithologique
propose´e a` la section 3.4.2.
Par ailleurs, les fronts ainsi que la reconstitution ge´ologique montre un e´tat de tecto-
nisation extreˆmement e´leve´. On cherche a` expliquer le re´seau des discontinuite´s (stratifi-
cation, schistosite´, fracture) a` travers l’approche structurale pre´sente´e a` la section 3.4.3
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Figure 3.20: Leve´ de front au PM 1484
3.4.2 Analyse lithologique
Identification et regroupement des facie`s conside´re´s
Afin d’e´valuer la proportion des facie`s rencontre´s et par souci de simplification, les ter-
rains de meˆme origine lithologique ont e´te´ regroupe´s au sein des termes ge´ne´raux pre´sente´s
dans les paragraphes suivants.
Gre`s : Le gre`s est une roche se´dimentaire de´tritique terrige`ne compose´ d’au moins 85
% de grains de quartz. Ces roches s’organisent en bancs plus ou moins re´guliers ou en
lentilles. Il existe diffe´rentes varie´te´s de gre`s selon la nature du ciment, le grain et la
pre´sence d’e´le´ments particuliers (ex : gre`s micace´s qui sont les psammites).
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Figure 3.21: Extrait de la reconstitution ge´ologique de la descenderie (PM 1250 – 1280)
Sur le site, les gre`s sont souvent durs, quartzeux ou silteux, parfois alte´re´s et are´nise´s.
Psammites : Les psammites sont des gre`s a` ciment fre´quemment argileux, riche en
micas de´tritiques (micas blancs surtout). Ces micas sont groupe´s en minces lits d’ou` un
de´litage facile en plaquettes ou en dalles. Ceci leur confe`re une propension a` se fendre
e´quivalente a` celle des schistes.
Sur le site, les psammites peuvent eˆtre souvent dures, quartzitiques, pyriteuses ou
cataclase´e et are´nise´es. Des fentes de tension et filons de quartz recoupent souvent les
facie`s durs en bancs comme les gre`s ou les psammites.
Schistes : Les schistes sont des roches me´tamorphiques ayant acquis une schistosite´ sous
l’influence de conditions particulie`res de pression et de tempe´rature. Ces roches se de´bitent
alors en feuillets, ceci e´tant duˆ soit a` une fracturation (schistosite´ de fracture) soit a` une
orientation pre´fe´rentielle des cristaux paralle`lement a` ses plans de clivage (schistosite´ de
flux).
Sur le site, les schistes sont qualifie´s de silteux ou argileux, noirs ou charbonneux,
gre´seux avec pyrites. Certains facie`s sont alte´re´s.
Shales : Il s’agit d’un terme anglais de´signant les roches se´dimentaires lite´es a` grains
tre`s fins argileuses ou marneuses. Ce terme s’applique e´galement aux schistes argileux
ou aux argiles schisteuses. Le terme de shales est ge´ne´ralement utilise´ pour une roche
se´dimentaire tandis que le terme de schiste est utilise´ pour une roche me´tamorphique. Les
shales sont assimile´es a` des pe´lites (roches se´dimentaires de´tritiques argileuses) feuillete´es.
Sur le site, les shales sont qualifie´s de charbonneux, psammiteux et pyriteux, a` joints
graphiteux et de´bit ardoisier. Le terme de shales e´tant tre`s voisin de celui d’argilite
(roches se´dimentaires re´sultant de la consolidation de couches d’argiles ou de boue), au-
cune distinction n’est faite entre ces deux termes. On pre´fe`re conserver le terme de shales
pre´dominant sur le tronc¸on e´tudie´.
Charbon : Le charbon est une roche se´dimentaire stratifie´e de couleur noire et de com-
position organique (accumulation de de´bris ve´ge´taux).
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Sur le site, on le qualifie parfois d’argileux. Des joints graphiteux sont e´galement ren-
contre´s. Le graphite est forme´ de carbone pur et re´sulte de l’e´volution ultime des de´bris
ve´ge´taux apre`s me´tamorphisme.
Cataclasite : La cataclasite est une roche cohe´sive cre´e´e par une importante contrainte
lors du mouvement le long d’une faille. Elle est issue du broyage d’une roche et de ses
e´le´ments re´duits en petits de´bris anguleux tordus et e´tire´s. Les e´le´ments de la roche
ante´rieure sont par la suite recimente´s par des circulations de fluides mine´ralise´s.
Ce terme adopte´e ici regroupe toutes les roches fracture´es ou broye´es suite a` des
mouvements tectoniques importants a` proximite´ d’une faille ou d’une discontinuite´.
Stockwerk : Il s’agit d’une mine´ralisation compose´e d’un re´seau tre`s dense de petits
filons au sein d’une roche non mine´ralise´e.
Lors d’alternance de diffe´rents facie`s (psammites, shales, filons de quartz charbon
notamment) les proportions de chaque facie`s sont conside´re´es comme e´quivalentes. Les
facie`s alte´re´s ne sont pas distingue´s dans les descriptions. En ce qui concerne les shales et
le charbon, on les associe pour l’estimation des proportions, en raison de la difficulte´ de
les distinguer sur les leve´s ainsi que de leur comportement me´canique a priori semblable
(de´formabilite´, faible re´sistance, effet diffe´re´). D’autres facie`s sont pre´sents le long du
tronc¸on mais ceux-ci e´tant tre`s faiblement repre´sente´s et de faible occurrence, ils n’ont
pas e´te´ comptabilise´s lors de l’estimation des proportions.
Proportion des facie`s et distinction de zones homoge`nes d’un point de vue
lithologique
Sur le tronc¸on e´tudie´, la proportion des facie`s a e´te´ estime´e a` partir des leve´s de
front ou du profil longitudinal nume´rise´s. Apre`s une distinction claire des diffe´rents facie`s
lithologiques par couleur (FIG. 3.22), un logiciel d’analyse d’image permet de calculer sur
les images nume´rise´es les surfaces de chaque couleur et donc les proportions correspondants
de chaque facie`s.
Les proportions calcule´es a` partir des leve´s de front disponibles peuvent eˆtre synthe´tise´es
graphiquement a` la FIG. 3.23. La confrontation avec la meˆme analyse a` partir de l’extrapo-
lation de la coupe ge´ologique longitudinale nume´rise´e (FIG. 3.24) conduit aux estimations
quantitatives du TAB. 3.6.
Zone PM Gre`s dur Psammites Schistes Shales+charbon Cataclasite
1 1200 - 1265 15 35 0 45 75 0 - 25 < 5
2 1265 - 1327,5 5 35 10 45 0 35 15 - 70 0 25
3 1327,5 - 1378 < 5 30 - 70 15 - 35 5 - 15 0 - 15
4 1378 - 1497,6 0 - 10 35 - 75 0 15 25 - 55 0 10
5 1497,6 - 1550 0 30 35 - 55 < 5 25 55 0-10
Tab 3.6: Proportion des diffe´rents facie`s et zonage lithologique
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Figure 3.22: Leve´ de front nume´rise´e au PM 1484
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Figure 3.23: Proportion des facie`s en fonction du PM et zonage
Le tronc¸on e´tudie´ compris entre les PM 1200 et PM 1550 peut eˆtre de´crit par diffe´rentes
zones lithologiques suivantes :
– Zone 1 du PM 1200 au PM 1265 : zone homoge`ne d’un point de vue lithologique,
faiblement cataclase´e constitue´e essentiellement de schistes avec une proportion non
ne´gligeable de gre`s. La proportion de charbon est variable a` la fin de la zone et peut
atteindre 20% ;
– Zone 2 du PM 1265 au PM 1330 : zone tre`s he´te´roge`ne fortement cataclase´e constitue´e
essentiellement de shales et de charbon avec une proportion non ne´gligeable de psam-
mites et de gre`s. Cette zone est e´galement caracte´rise´e par la pre´sence ponctuelle de
stockwerk. Les proportions de chaque facie`s varient fortement sur cette zone ;
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– Zone 3 du PM 1330 au PM 1380 : zone homoge`ne cataclase´e a` dominante psammi-
tique avec une proportion importante de schistes. La proportion en shales et charbon
est variable et est importante dans la zone de transition avec la zone 2 ;
– Zone 4 du PM 1380 au PM 1500 : zone he´te´roge`ne fortement cataclase´e a` dominante
psammitique accompagne´e d’une forte proportion quasi e´quivalente de shales et de
charbon. Les proportions en gre`s et schistes sont variables mais restent globalement
faibles sur toute la zone ;
– Zone 5 du PM 1500 au PM 1550 : zone he´te´roge`ne faiblement cataclase´e constitue´e
essentiellement de shales et de charbon ainsi que de psammites. Cette zone est
semblable a` la zone pre´ce´dente excepte´ le fait que le facie`s dominant change de l’une
a` l’autre.
Sont a` noter e´galement la pre´sence de cataclasite au sein des terrains he´te´roge`nes.
Les deux dernie`res zones pre´sentent de grande similarite´s et peuvent e´ventuellement eˆtre
regroupe´es.
3.4. Confrontation aux donne´es lithologiques et structurales 99
F
ig
u
r
e
3.
24
:
C
ou
p
e
ge´
ol
og
iq
u
e
lo
n
gi
tu
d
in
al
e
n
u
m
e´r
is
e´e
d
u
tr
on
c¸o
n
P
M
12
07
–1
54
5,
5
100 Chapitre 3. E´tude de l’anisotropie de la descenderie de Saint-Martin-la-Porte
Confrontation des approches lithologique et cine´matique
Plusieurs zonages ont e´te´ e´tablis pour interpre´ter des donne´es en termes d’amplitude
de convergence et d’anisotropie (α, β, TAB. 3.2) et de lithologie (TAB. 3.6). On a de´fini
un seul et meˆme zonage pre´sente´ a` la FIG. 3.25, les diffe´rentes zones e´tant de´crites par des
parame`tres homoge`nes. Les incertitudes (manques des mesures ou de´faut de recouvrement
des diffe´rents zonages) se traduisent par des zones de transition hachure´es.
La confrontation montre que les zones de fortes convergences sont lie´es a` la pre´sence
de cataclasite ainsi qu’a` une proportion plus e´leve´e de shales et de charbon. Au contraire,
les zones posse´dant une plus forte proportion de psammites ou de schistes ont des conver-
gences mesure´es plus faibles. Cependant, les convergences sont e´leve´es sur toute la zone
e´tudie´e qui regroupe des terrains he´te´roge`nes, fracture´s ou cataclase´s. Il est difficile de
distinguer des variations de convergences et de les associer a` une caracte´ristique litholo-
gique a` plus petite e´chelle. De toute fac¸on, la de´limitation entre la zone 3 et la zone 4 au
PM 1380 se trouve dans le tronc¸on de changement du syste`me de soute`nement souple (c.f
TAB. 1.2) ce qui a une influence sur l’amplitude de convergence. La de´limitation entre
la zone 4 et zone 5 au PM 1500 se trouve dans le zone ou` le trace´ longitudinal de la
descenderie entre dans le virage.
En ce qui concerne la direction et le rapport d’anisotropie apparente dans le plan du
front, on ne peut e´tablir aucune relation avec les caracte´ristiques lithologiques. La section
suivante cherche a` pre´ciser l’influence de la structure du massif sur l’anisotropie observe´e
dans la descenderie.
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3.4.3 Analyse structurale
L’analyse lithologique est comple´te´e ici par l’e´tude de la structure ge´ne´rale du massif a`
l’e´chelle de l’ouvrage. L’orientation par rapport a` l’ouvrage des diffe´rents types de discon-
tinuite´s est en effet susceptible d’eˆtre mise en relation avec l’anisotropie de de´formation
effectivement observe´e dans la descenderie.
Type de discontinuite´s
Divers types de discontinuite´s ont e´te´ recense´s :
– Stratification note´e S0 : disposition de la roche en couches paralle`les successives ;
– Schistosite´ : feuilletage plus ou moins serre´, pre´sente´ par certaines roches me´tamor-
phiques soumises a` de fortes contraintes tectoniques, selon lequel elles peuvent se
de´biter en lames plus ou moins e´paisses ou re´gulie`res. On distingue :
– la schistosite´ de flux note´e S1 (schistosite´ pe´ne´trative) : marque´e par une orienta-
tion pre´fe´rentielle paralle`lement aux plans de schistosite´ des mine´raux de la roche
principalement les phylites (micas, argiles) ;
– la schistosite´ de fracture note´e SF : marque´e par la pre´sence de plans de clivage
distincts et paralle`les de´limitant des volumes homoge`nes et indemnes de schistosite´
(les mine´raux de la roche ici ne sont pas oriente´s) ;
– Fracturations note´es F2, F3, F4, F5 : discontinuite´s planes dans une formation
ge´ologique qui divisent la roche en plusieurs unite´s.
Les informations disponibles en termes ge´ologiques re´sultent du seul suivi classique
des travaux de creusement. Chaque discontinuite´ releve´e a` front est caracte´rise´e par son
type, son orientation tridimensionnelle (azimut et pendage du vecteur pendage). Aucune
e´tude micro-structurale n’a e´te´ re´alise´e sur la descenderie.
Regroupement en familles et conditions de creusement
Une analyse comple`te de l’ensemble des donne´es d’orientation recueillies sur le tronc¸on
du PM 1250–1550 a e´te´ conduite a` l’aide d’une approche ste´re´ogramme´trique. Les donne´es
ont e´te´ reporte´es sur canevas de Wu¨lff, qui conserve les angles lors de la projection des
plans de discontinuite´s (par convention ici sur l’he´misphe`re supe´rieur du ste´re´ogramme).
Chaque type de discontinuite´ a fait l’objet d’une e´tude spe´cifique par portions limite´es
du line´aire correspondant a` des zones identifie´es pre´ce´demment comme homoge`nes d’un
point de vue cine´matique ou lithologique.
L’approche a conduit a` la de´finition de familles de discontinuite´, moyennant une correc-
tion statistique pour retenir les familles effectivement repre´sentatives (donne´es nombreuses
et peu variables). Le line´aire d’application de chaque famille est repre´sente´ graphique-
ment sur la FIG. 3.26. Les poˆles de familles de discontinuite´s retenues sont re´capitule´s au
TAB. 3.7 et pre´sente´s graphiquement a` la FIG. 3.27. De fac¸on sche´matique, les conditions
de creusement (en travers banc, en direction) sont indique´s en retenant la classification
du GT 1 de l’AFTES [25].
3.4. Confrontation aux donne´es lithologiques et structurales 103
F
ig
u
r
e
3.
26
:
D
om
ai
n
e
d
’a
p
p
li
ca
ti
on
d
es
fa
m
il
le
s
d
e
d
is
co
n
ti
n
u
it
e´s
su
r
le
tr
on
c¸o
n
d
u
P
M
12
50
–1
55
0
104 Chapitre 3. E´tude de l’anisotropie de la descenderie de Saint-Martin-la-Porte
Type Famille Orientation Classe Condition de creusement
Stratification S0
S1 N093/13 OR1 Famille subhorizontale
S2 N088/33 OR3 Conditions interme´diaires entre OR2a et OR4b
S3 N026/23 OR2a En travers bancs avec le pendage
S4 N119/66 OR4a En direction, pendage fort a` droite
Schistosite´ S1
S11 N057/35 OR2a En travers bancs avec le pendage
S12 N091/39 OR3 Conditions interme´diaires entre OR2a et OR4b
S13 N021/17 OR1 Famille subhorizontale
Fracturations
F2 N104/50 OR2a En travers bancs avec le pendage
F3 N194/65 OR3 Conditions interme´diaires entre OR2a et OR4b
F41 N036/20 OR1 Famille subhorizontale
F42 N088/60 OR3 Conditions interme´diaires entre OR2a et OR4b
F5 N285/34 OR3 Conditions interme´diaires entre OR2a et OR4b
Tab 3.7: Orientations des familles de discontinuite´ par rapport a` la direction de la des-
cenderie
La stratification S4 est en direction du creusement (classe OR4a) avec un pendage fort a`
droite. La stratification S1, la schistosite´ S13 et la fracturation F41 sont sub-horizontales
(classe OR1). Ceci correspond a` des conditions de´favorables, le feuilletage e´tant sub-
paralle`le a` la paroi en section courante. Ces familles pourraient donc avoir une influence
significative sur l’anisotropie de la de´formation.
La stratification S3, la schistosite´ S11 et la fracturation F2 se trouvent en travers bancs
avec le pendage (classe OR2a). Il s’agit de conditions de creusement au contraire favo-
rables vis-a`-vis de l’anisotropie observe´e. Les autres discontinuite´s sont dans des conditions
interme´diaires (classe OR3) par rapport a` l’axe de la descenderie.
Figure 3.27: Ste´re´ogramme des familles de discontinuite´s retenues : classe d’orientation
et axe de la descenderie (N050)
Chaque zone pre´ce´demment identifie´e comme homoge`ne des points de vue lithologique
et cine´matique (cf FIG. 3.25) est caracte´rise´e par une association de plusieurs familles de
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discontinuite´s (par exemple S1, S11 et F2 en zone 1 PM 1240-1270), conduisant globale-
ment a` une bonne cohe´rence entre les de´coupages cine´matique, lithologique et structural.
Confrontation des approches structurale et cine´matique
Pour chaque famille de discontinuite´s identifie´e le long du profil ge´ologique, on cherche
a` mettre en e´vidence son influence potentielle sur les parame`tres de de´formations (direction
et rapport d’anisotropie).
Une ide´e imme´diate consiste a` comparer les traces des plans de discontinuite´s avec la
direction du grand axe comme le sugge`re les FIG. 3.12 et FIG. 3.13 qui superposent les
ellipses de de´formation au leve´ de front.
Toute fois, il faut conside´rer que la direction d’anisotropie observe´e dans la descenderie
et repre´sente´e par le grand axe de l’ellipse n’est qu’apparente dans la plan du front de
taille. On de´finit le plan de faiblesse me´canique apparent de la section elliptique comme le
plan perpendiculaire au leve´ de front et incline´ du meˆme angle α par rapport a` l’horizontale
que le grand axe de l’ellipse. Il s’agit d’un plan fictif en direction du creusement passant
par l’axe de la descenderie.
Ainsi, la trace sur le front d’un plan de discontinuite´ peut eˆtre confondue avec la
direction du grand axe alors que le plan de discontinuite´ et le plan de faiblesse me´canique
apparent sont presque perpendiculaires. C’est le cas par exemple de la fracturation F3
dans la zone 4 : sa trace dessine un angle de 7˚ sur le leve´ de front avec le grand axe de
l’ellipse alors qu’en re´alite´ le plan F3 est presque paralle`le au front et correspond a` une
condition de creusement presque en travers bancs.
Par conse´quent, une analyse tridimensionnelle est ne´cessaire pour clarifier les e´ven-
tuelles corre´lations entre les plans de discontinuite´s identifie´s et le plan de faiblesse
me´canique apparent dans la descenderie.
Pour chacune des 7 zones sensiblement homoge`nes des points de vue lithologique,
structural et cine´matique, on a repre´sente´ sur un ste´re´ogramme, les plans de discontinuite´s
repre´sentatifs de la zone conside´re´e ainsi que le plan de faiblesse me´canique apparent (dont
le poˆle est ne´cessairement situe´ sur la direction du leve´ de front N140).
L’annexe B.2 re´capitule l’ensemble de ces repre´sentations pour le tronc¸on e´tudie´. La
FIG. 3.28 donne une exemple pour la zone 4, caracte´rise´e par les familles S4, S12, F3 et
F5, telle que le grand axe est oriente´ d’une angle α = −60˚ par rapport a` l’horizontale.
On de´finit l’angle θ entre le plan de discontinuite´ et le plan de faiblesse me´canique
apparent. Il s’identifie a` l’angle entre les poˆles de chacun de ces plans, que l’on de´termine
graphiquement par lecture directe en plac¸ant les 2 poˆles sur un me´ridien du ste´re´ogramme.
Le TAB. 3.9 e´tablit une confrontation des diffe´rentes approches pour chaque zone
homoge`ne. On a en particulier reporte´ l’angle θ correspondant a` chaque discontinuite´
repre´sentative de la zone conside´re´e : on met par exemple en e´vidence que la discontinuite´
S4 est en zone 4 incline´e de 20˚ par rapport au plan de faiblesse me´canique apparent
correspondant a` une inclinaison de l’ellipse α = −60˚ . Ces deux plans presque paralle`les
sont donc a priori fortement corre´le´s. De la meˆme fac¸on, la famille S12 est proche (θ = 28˚ )
du plan de faiblesse me´canique apparent tel que α = −20˚ − 30˚ en zone 5, alors qu’elle
en est plus e´loigne´ (θ = 42˚ ) en zone 3.
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Figure 3.28: Repre´sentation ste´re´ogramme´trique des plans de discontinuite´s et du plan
de faiblesse me´canique apparent en zone 4
Une autre de´marche consiste a` rechercher la direction d’anisotropie (dans le plan de
front) induite par une discontinuite´ donne´e. On de´finit le plan de faiblesse me´canique
associe´ a` une discontinuite´ comme le plan perpendiculaire au leve´ de front (en direction
du creusement et passant par l’axe de la descenderie) dont l’angle tridimensionnel θe avec
le plan de discontinuite´ est minimale. Ce plan de faiblesse me´canique associe´ correspond a`
une ellipse de de´formation dans le plan de front dont le grand axe est incline´ d’une angle
αe par rapport a` l’horizontale (FIG. 3.28).
Ge´ne´ralisation de la de´formation anisotrope
Cette de´marche consistant a` rechercher le plan de faiblesse me´canique associe´ a` une
discontinuite´ donne´e peut eˆtre ge´ne´ralise´e selon le principe suivant.
A un plan de discontinuite´ donne´e (de´finie dans l’espace par le pendage et la direc-
tion de son vecteur pendage), on associe un ellipso¨ıde tridimensionnel de de´formation
dont l’intersection avec le plan du front de taille correspondrait a` l’ellipse de de´formation
observe´e en galerie si la discontinuite´ conside´re´e e´tait seule responsable de l’anisotropie.
Cet ellipso¨ıde, dont les axes co¨ıncident avec un repe`re orthogonal attache´ au plan de dis-
continuite´, est isotrope dans les plans paralle`les au plan de discontinuite´ et pre´sente une
anisotropie dans la direction normale.
On conside`re la base orthonorme´e initiale B = (ex, ey, ez) ou` ex est oriente´ vers l’Est ;
ey vers le Nord et ez est vertical. On conside`re par ailleurs un plan de discontinuite´ dont
le vecteur pendage est oriente´ NX − Y (suivant la convention AFTES [25], cf TAB. B.1).
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Le vecteur de pendage unitaire s’e´crit :
−→p d =
 sinX cosYcosX cosY
− sinY
 (3.3)
et le vecteur normal unitaire s’e´crit :
−→n d =
 sinX sinYcosX sinY
cosY
 (3.4)
On associe une nouvelle base orthonorme´e B′ au plan de discontinuite´ telle que :
−→e x′ = −→p d, −→e z′ = −→n d et −→e y′ = −→e x′ ∧ −→e z′ =
 − cosXsinX
0
 qui correspond a` la direction
horizontale du plan de discontinuite´.
La matrice de passage PB
′
B de la base B a` la base B
′ est telle que :
 xy
z
 = PB′B
 x′y′
z′
⇒
 x′y′
z′
 = (PB′B )−1
 xy
z
 (3.5)
avec :
– PB
′
B = (aij)
–
(
PB
′
B
)−1
=
(
PB
′
B
)T
ou` :
e′j =
∑
i
aijei
soit :
PB
′
B =
 sinX cosY − cosX sinX sinYcosX cosY sinX cosX sinY
− sinY cosY 0 cosY
 (3.6)
Dans la base B′ = (ex′ , ey′ , ez′), l’ellipso¨ıde a pour expression :
x′2 + y′2
A2
+
z′2
B2
= 1 (3.7)
et s’e´crit dans les coordonne´es (x, y, z) compte tenu des relations de passage pre´ce´dentes :
C1x
2 + C2y
2 + C3z
2 + C4xy + C5xz + C6yz = 1 (3.8)
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avec :
C1 =
sin2X cos2 Y + cos2X
A2
+
sin2X sin2 Y
B2
(3.9)
C2 =
cos2X cos2 Y + sin2X
A2
+
cos2X sin2 Y
B2
(3.10)
C3 =
sin2 Y
A2
+
cos2 Y
B2
(3.11)
C4 = sin 2X sin
2 Y
(
1
B2
− 1
A2
)
(3.12)
C5 = sin 2Y sinX
(
1
B2
− 1
A2
)
(3.13)
C6 = sin 2Y cosX
(
1
B2
− 1
A2
)
(3.14)
On cherche l’intersection de l’ellipso¨ıde avec le plan du front de taille dont le vecteur
pendage est oriente´ NF −G.
Le vecteur de pendage unitaire s’e´crit :
−→p f =
 sinF cosGcosF cosG
− sinG
 (3.15)
et le vecteur normal unitaire s’e´crit :
−→n f =
 sinF sinGcosF sinG
cosG
 (3.16)
On de´finit une nouvelle base orthonorme´e B′′ telle que −→e x′′ = −→p f , −→e z′′ = −→n f et
−→e y′′ = −→e x′′ ∧ −→e z′′ =
 − cosFsinF
0
. La matrice de passage PB′′B de B a` B′′ s’e´crit :
PB
′′
B =
 sinF cosG − cosF sinF sinGcosF cosG sinF cosF sinG
− sinG cosG 0 cosG
 (3.17)
Dans la nouvelle base B′′ associe´e au plan du front de taille, l’e´quation de l’ellipso¨ıde
a pour l’expression :
D1x
′′2 +D2y′′2 +D3z′′2 +D4x′′y′′ +D5x′′z′′ +D6y′′z′′ = 1 (3.18)
L’intersection de l’ellipso¨ıde avec le plan vertical (G = 90˚ ) du front de taille dont
l’e´quation a pour expression : z′′ = 0 est une ellipse dont l’e´quation s’e´crit :
D1x
′′2 +D2y′′2 +D3x′′y′′ = 1 (3.19)
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avec :
D1 =
sin2 Y
A2
+
cos2 Y
B2
(3.20)
D2 =
(
sin2X cos2 Y + cos2X
A2
+
sin2X sin2 Y
B2
)
cos2 F
+
(
cos2X cos2 Y + sin2X
A2
+
cos2X sin2 Y
B2
)
sin2 F
− 1
2
sin 2X sin2 Y
(
1
B2
− 1
A2
)
sin 2F (3.21)
D3 = sin 2Y
(
1
B2
− 1
A2
)
(sinX cosF − cosX sinF ) (3.22)
L’e´quation (3.19) est l’expression ge´ne´rale d’une ellipse centre´e, oriente´e d’une angle αe
(FIG. 3.29), de´termine´ par la relation suivante :
tan 2αe =
D3
D1 −D2 (3.23)
x''
y''
?e
ab
Figure 3.29: Ellipse de de´formation recherche´
Cet angle correspond exactement a` l’inclinaison du plan de faiblesse me´canique associe´
au plan de discontinuite´ (tel que l’angle θe entre ces plans est minimal). Le TAB. 3.8
re´capitule les angle αe et θe correspondant a` chaque famille de discontinuite´ identifie´e sur
le tronc¸on e´tudie´.
On observe en particulier que le plan de faiblesse me´canique associe´ a` la famille S4
est incline´ d’un angle αe = −65˚ correspondant tre`s bien au plan de faiblesse me´canique
apparent tel que α = −60˚ en zone 4. La meˆme remarque peut eˆtre faite en zone 5 en ce
qui concerne le discontinuite´ S12. Au contraire, le plan de faiblesse me´canique associe´ a`
la discontinuite´ S13 tel que αe = 8˚ , ne co¨ıncide pas avec le plan de faiblesse me´canique
apparent tel que α = −20˚ − 30˚ en zone 6, alors que le plan de discontinuite´ S13 est
faiblement oriente´ d’un angle de 32˚ par rapport a` ce dernier.
Synthe`se des diffe´rentes approches
Les diffe´rentes approches identifiant des zones homoge`nes des points de vue cine´matique,
lithologique et structural conduisent a` un de´coupage en 7 zones de caracte´ristiques ho-
moge`nes, qui sont re´capitule´es au TAB. 3.9.
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Discontinuite´ Orientation αe θe
S1 N096/13 -9˚ 9˚
S2 N088/33 -22˚ 25˚
S3 N026/23 10˚ 21˚
S4 N119/66 -65˚ 19˚
S11 N057/35 -5˚ 35˚
S12 N091/39 -28˚ 28˚
S13 N021/17 8˚ 15˚
F2 N104/50 -44˚ 27˚
F3 N194/65 -52˚ 47˚
F41 N036/20 5˚ 19˚
F42 N088/60 -47˚ 43˚
F5 N285/34 29˚ 19˚
Tab 3.8: Orientation de l’ellipse re´sultant de l’intersection de l’ellipso¨ıde associe´ au plan
de discontinuite´ et le plan du front de taille
Zones β α Lithologie Famille Orientation θ
1 < 1 -60˚
Schistes (proportion
importante de gre`s)
S1 N096/13 71˚
S11 N057/35 78˚
F2 N104/50 44˚
2 1,5–3 -10˚ -20˚
Shales et Charbon
(proportion
importante de gre`s)
S12 N091/39 31˚
F2 N104/50 39˚
3 1–1,5 -60˚
Shales et Charbon
(proportion
importante de gre`s)
S3 N026/23 71˚
S12 N091/39 42˚
S13 N021/17 69˚
4 1,5–3 -60˚
Psammites et Schistes
verts
S4 N119/66 20˚
S12 N091/39 42˚
F3 N194/65 48˚
F5 N285/34 89˚
5 > 3 -20˚ -30˚
Psammites
(proportion
importante de shales
et charbon)
S2 N088/33 26˚
S12 N091/39 28˚
F3 N194/65 53˚
F41 N036/20 35˚
6 1,5–3 -20˚ -30˚
Psammites
(proportion
importante de shales
et charbon)
S3 N026/23 36˚
S13 N021/17 32˚
F3 N194/65 55˚
F42 N088/60 49˚
7
1,5–3 a`
1–1,5
-10˚
Shales et charbon
(proportion
importante de
psammites)
S2 N088/33 28˚
S12 N091/39 33˚
F5 N285/34 43˚
Tab 3.9: Confrontation des approches structurale, lithologique et cine´matique
Les points suivants cherchent a` synthe´tiser les e´le´ments essentiels de l’analyse en insis-
tant notamment sur les corre´lations entre les discontinuite´s repre´sentatives des diffe´rentes
zones et la direction d’anisotropie observe´e en galerie.
En zone 1, ou` le soute`nement mis en oeuvre est de type P7-2 avec un profil en fer
a` cheval, l’ellipse observe´e est quasi-verticale et ne peut pas eˆtre mise en relation avec
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les discontinuite´s repre´sentatives de cette zone, qui sont sub-horizontales. La forme non
circulaire de la section avec vraisemblablement un de´faut de blocage des pie´droits semble
avoir une influence importante sur les difficulte´s rencontre´es pour maˆıtriser les conver-
gences horizontales en pie´droit.
Les zones 2-3-4 peuvent eˆtre analyse´es conjointement puisque le profil commun est de
type P7-3.
Les zones 2-3, ou` les convergences enregistre´es sont les plus e´leve´es, sont caracte´rise´es
d’un point de vue lithologique par des facie`s de shales et de charbon dominants, avec un
caracte`re he´te´roge`ne et fortement cataclase´. Ces deux zones sont encadre´es par les zones
1 et 4 dont les facie`s sont caracte´rise´s principalement par des schistes et des psammites.
Le passage de la zone 2 a` la zone 3 est caracte´rise´ par un changement net de la direction
d’anisotropie apparente, alors que la famille de schistosite´ S12 est pre´sente et repre´sentative
dans ces deux zones, ce qui tend a` montrer que S12 ne peut pas eˆtre responsable de
l’anisotropie observe´e. Il faut remarquer toutefois que S12 pre´sente un angle θ par rapport
au plan de faiblesse me´canique apparent de 31˚ en zone 2 et de 42˚ en zone 3 : le plan de
faiblesse me´canique associe´ a` la discontinuite´ S13 tel que αe = −28˚ adopte une position
moyenne entre les plans de faiblesse me´canique apparents dans chacune de ces zones.
En zone 2, F2 est sensiblement paralle`le a` S12 et a` titre de remarque, le plan de
faiblesse me´canique apparent adopte une position interme´diaire entre les plans de faiblesse
me´caniques associe´s aux familles S12-F2 et S3-S5 mais ces dernie`res n’apparaissent en zone
2 que dans les approches type poˆle de densite´ ou de moyenne, et ne sont pas retenues au
final apre`s correction statistique. En zone 3, la combinaison des familles S3, S13 et S12 ne
permet pas d’expliquer l’inclinaison de l’ellipse.
En zone 4, l’inclinaison du plan de faiblesse me´canique apparent est tre`s directement
corre´le´e a` la discontinuite´ S4 dont le plan de faiblesse me´canique associe´ est incline´ d’un
angle αe = −65˚ , correspondant tre`s bien au grand axe de l’ellipse. Dans cette zone, l’effet
de F3 semble e´galement se combiner avec S4. S12 est e´galement repre´sentative est assez
proche du plan de faiblesse apparent mais son influence semble remise en question par le
point de vue pre´ce´dent. F5 tre`s e´loigne´ du plan de faiblesse apparent ne semble pas avoir
d’influence sur l’anisotropie. On remarque par ailleurs que la nette corre´lation entre le
plan de faiblesse me´canique apparent et la discontinuite´ S4 s’accompagne d’une augmen-
tation du rapport d’anisotropie par rapport a` la zone 3.
Les zones 5-6-7 peuvent eˆtre analyse´es conjointement puisque le profil commun est de
type DSM. Dans ces 3 zones, l’inclinaison de l’ellipse est peu variable, mais ne semble pas
pouvoir eˆtre attribue´e a` une discontinuite´ particulie`re, puisque chaque zone est caracte´rise´e
par des familles diffe´rentes.
En zone 5, l’inclinaison de l’ellipse correspond bien au plan de faiblesse me´canique as-
socie´ aux discontinuite´s S2 et S12 tre`s proches. Les plans de faiblesse me´canique associe´s
aux familles fracturation F3 et F41 encadrent cette position, leur effet sur l’anisotropie
pouvant ainsi s’annuler. La nette corre´lation entre la position de l’ellipse et les disconti-
nuite´s S2 et S12 co¨ıncide avec le rapport d’anisotropie des convergences le plus e´leve´ du
tronc¸on e´tudie´, mais cette remarque doit eˆtre mode´re´e par la non-influence apparente de
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S12 sur la direction d’anisotropie lors du passage de la zone 2 a` la zone 3.
En zone 6, le plan de faiblesse me´canique apparent est interme´diaire entre les plans de
faiblesse me´canique associe´s, aux discontinuite´s S3 et S13 d’une part, et aux discontinuite´s
F3 et F42 d’autre part. Ceci tendrait a` justifier dans cette zone que seule une combinaison
des familles de stratification, schistosite´ et fracturation permettrait de conclure.
En zone 7, le plan de faiblesse me´canique apparent est assez proche du plan de faiblesse
associe´ a` S2 et S12, la fracturation F5 semblant par ailleurs attire´e la direction d’aniso-
tropie apparente (mais l’influence de F5 doit eˆtre relativise´e compte tenu de la remarque
faite en zone 4).
En de´finitive, il est tre`s difficile de corre´ler convenablement les directions d’aniso-
tropie apparente observe´e en galerie avec l’une ou l’autre des familles de discontinuite´s
repre´sentatives dans le tronc¸on e´tudie´. Seules les familles de stratification S4 en zone 4
et S2 en zone 5 et 7 sont tre`s vraisemblablement lie´es a` l’anisotropie observe´e, dont le
re´sultat re´sulte plus ge´ne´ralement d’une combinaison entre familles de discontinuite´s.
3.5 Conclusion
L’e´tude met l’accent sur la prise en compte de l’anisotropie observe´e du compor-
tement. L’anisotropie analyse´e sommairement en utilisant les re´sultats des cordes 1-3
et 3-5 dans des directions sensiblement paralle`le et perpendiculaire au plan de faiblesse
me´canique principale est de notre point de vue trop sommaire. Une proce´dure de traite-
ment ge´ome´trique des donne´es de convergence-nivellement (mesure par vise´e optique de
plots en paroi) permet de mettre en e´vidence l’existence d’axes principaux de de´formation,
la section initialement circulaire adoptant une forme elliptique au cours du temps et de
l’avancement des travaux.
La cine´matique est de´crite dans plusieurs zones de sections sensiblement homoge`nes par
la direction de l’ellipse de de´formation dans le plan de front et par le rapport d’anisotropie
des convergences dans les directions du petit axe et du grand axe.
La loi de convergence semi-empirique de Sulem se re´ve`le bien adapte´e a` une exploi-
tation des donne´es de terrain puisqu’elle de´couple l’effet d’avancement du front de taille
et les effets diffe´re´s lie´s a` l’e´volution dans le temps des convergences. Le calage de cette
loi sur les axes principaux de de´formations conduit a` attribuer des valeurs sensiblement
homoge`nes aux parame`tres T et m, lie´s au temps, pour chacune des zones homoge`nes
d’un point de vue cine´matique.
Sur le plan ge´ologique, une analyse lithologique, base´e sur l’estimation des proportions
de facie`s a` partir des leve´s de front et de la reconstitution ge´ologique de la descenderie, a
montre´ que les zones de fortes convergences e´taient he´te´roge`nes, fortement cataclase´es et
a` proportion dominante de shales et de charbon.
Une analyse structurale a par ailleurs identifie´e les familles de discontinuite´ (strati-
fication, schistosite´, fracturation) repre´sentatives sur le tronc¸on e´tudie´. L’analyse tridi-
mensionnelle de ces plans de discontinuite´ par rapport du plan de faiblesse me´canique
apparent dans le plan du front est ge´ne´ralise´e a` travers un e´llipso¨ıde de de´formation dont
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l’intersection avec le plan du front correspondrait a` l’ellipse de de´formation observe´e en
galerie si la discontinuite´ e´tait seule responsable de l’anisotropie. La correspondance entre
les plans de discontinuite´ et les plans de faiblesse associe´s est possible dans certain zone
mais ne peut pas eˆtre confirme´e de´finitivement.
Si la loi de Sulem permet de pre´dire les convergences dans un contexte particulier, graˆce
au calage des parame`tres a` partir des donne´es de terrain, l’extrapolation des re´sultats pour
un autre ouvrage (dimension d’excavation, profondeur, ...) n’est pas aise´e. En effet, son
caracte`re purement empirique inte`gre implicitement le comportement du massif rocheux,
la ge´ome´trie de l’ouvrage, l’e´tat de contraintes ainsi que le mode de creusement et de
soute`nement. On propose de de´velopper au chapitre suivant un mode`le de calcul anisotrope
afin de de´terminer les parame`tres ge´ome´caniques du terrain en utilisant les convergences
instantane´e et totale du mode`le de Sulem.

Chapitre 4
De´veloppement d’un mode`le
anisotrope e´lastique non–line´aire
Dans le chapitre 3, une proce´dure de traitement ge´ome´trique des donne´es de convergence-
nivellement et une re´-interpre´tation des sections de´forme´es de fac¸on elliptique permettent
d’approcher quantitativement l’e´volution de l’anisotropie au fur et a` mesure de l’avan-
cement du front et ainsi de mettre en e´vidence deux axes principaux de de´formation.
L’objectif de ce chapitre est de de´velopper un mode`le de calcul anisotrope tenant compte
de la non–line´arite´ du comportement et de l’appliquer a` quelques sections de la descenderie
de Saint-Martin-la-Porte.
4.1 Principes fondamentaux de la mode´lisation
L’e´volution de la convergence du massif et des pressions de soute`nement dues a` l’e´loi-
gnement du front de taille, s’exprime classiquement par la simple variation du taux de
de´confinement (Panet [4]). Dans la descenderie de Saint-Martin-la-Porte, la convergence
en paroi et les contraintes dans le reveˆtement continuent de croˆıtre longtemps apre`s la
phase de creusement dans une zone non affecte´e et loin du front de taille. Ce phe´nome`ne
ne peut s’expliquer que par la rhe´ologie du massif, qui se caracte´rise par des parame`tres
visqueux qui sollicitent peu a` peu le reveˆtement. Dans ce cas, on utilise couramment
un mode`le simple viscoe´lastique type Kelvin-Voigt pour repre´senter les de´formations
e´lastiques diffe´re´es qui permet de distinguer le comportement a` court terme et le com-
portement a` long terme du massif. Plus de´licat a` manipuler, le mode`le viscoplastique,
associe en se´rie un mode`le de Hooke (ressort) et un mode`le de Bingham (patin et amor-
tisseur en paralle`le) et permet de repre´senter respectivement les de´formations e´lastiques
instantane´es et les de´formations viscoplastiques diffe´re´es. Perzyna [58], en se basant sur
l’e´tude de la sensibilite´ des caracte´ristiques de la plupart des roches a` la vitesse de sol-
licitation, a propose´ une the´orie de viscoplasticite´ dont la variable me´canique principale
est la vitesse de de´formation viscoplastique. Cette the´orie a e´te´ inte´gre´e dans le mode`le
CVISC par Boidy [49] et a e´te´ utilise´ par Fabre [51] pour exprimer le comportement diffe´re´
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des roches argileuses. Cependant, ces mode`les n’ont e´te´ de´veloppe´s que pour le compor-
tement isotrope du massif et par conse´quent, ne permettent pas de prendre en compte
les phe´nome`nes anisotropes observe´es dans la descenderie de Saint-Martin-la-Porte. Le
de´veloppement d’un mode`le visqueux oriente´ est pourtant tre`s difficile d’autant que d’une
loi d’e´coulement oriente´.
On adopte donc un cadre e´lastique line´aire afin de prendre en compte l’anisotropie du
massif rocheux.
Green et Zerna [42], Green et Taylor [40] [41], Lekhnitskii [43] et Hefny [44] se sont
place´s dans le cadre formel de la the´orie de la variable complexe et ont re´solu le proble`me
d’une cavite´ cylindrique en de´formation plane dans un mate´riau isotrope transverse pour
divers chargements (isotope ou anisotrope) a` l’inte´rieur de la cavite´ ou a` l’infini.
Ces solutions existantes pre´sente´es en de´tail a` la section 2.4 ne donnent toutefois les
contraintes et les de´formations qu’en paroi. On propose une solution comple`te reposant
sur la the´orie des variables complexes qui de´termine les champs de contraintes et de
de´formations en paroi mais aussi en tous les points du massif.
Cette the´orie est tout d’abord applique´e pour re´soudre le proble`me d’une cavite´ circu-
laire dans un milieu isotrope transverse infini. Une solution est ensuite de´veloppe´e pour
un anneau isotrope transverse dont l’extension dans le cadre de la me´thode des matrices
de transfert permet un calcul non–line´aire pour prendre en compte la de´gradation des
proprie´te´s me´caniques du terrain proche de l’excavation. Une application a` la descenderie
de Saint-Martin-la-Porte est enfin propose´e.
4.2 Solution pour un milieu infini isotrope transverse
e´lastique line´aire
4.2.1 Proble`me pose´ et conditions aux limites
On conside`re le cas de l’ouverture d’un tunnel circulaire de rayon r = a, creuse´ dans
un milieu infini isotrope transverse caracte´rise´ par 5 parame`tres me´caniques Eh, Ev, Gvh,
νh, νhv, l’axe du tunnel e´tant paralle`le au plan de discontinuite´ (FIG. 4.1).
On conside`re un e´tat initial de contrainte σ0 anisotrope, les directions principales de
contraintes e´tant conformes aux directions d’anisotropie du mate´riau. Par ailleurs, on
repre´sente la de´compression du terrain engendre´e par le creusement en conside´rant un
e´tat de contrainte anisotrope impose´ a` la paroi. Les contraintes a` l’infini et a` la paroi
s’e´crivent :
– en coordonne´es carte´siennes :
pour r →∞ pour r = a
σ0 =
(
σ∞x 0
0 σ∞y
)
σ =
(
px 0
0 py
)
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Figure 4.1: Creusement d’un tunnel dans un milieu isotrope transverse
– en coordonne´es cylindriques :
pour r →∞ pour r = a
σ0 =
(
σ∞r τ
∞
rθ
τ∞rθ σ
∞
θ
)
σ =
(
pr prθ
prθ pθ
)
avec : 
σ∞r =
1
2
(
σ∞x + σ
∞
y
)
+ 1
2
(
σ∞x − σ∞y
)
cos 2θ
σ∞θ =
1
2
(
σ∞x + σ
∞
y
)− 1
2
(
σ∞x − σ∞y
)
cos 2θ
τ∞rθ =
(σ∞y −σ∞x )
2
sin 2θ
(4.1)
et : 
pr =
1
2
(px + py) +
1
2
(px − py) cos 2θ
pθ =
1
2
(px + py)− 12 (px − py) cos 2θ
prθ =
(py−px)
2
sin 2θ
(4.2)
4.2.2 Calcul des champs de contraintes et de de´placements
Pour le proble`me isotrope, la condition de compatibilite´ se re´duit a` une e´quation
biharmonique ∇2 (∇2φ) = 0 et par conse´quent le potentiel φ est une fonction d’une seule
variable complexe isotrope z = x + iy = reiθ. Dans le cas du comportement isotrope
transverse e´tudie´, la condition de compatibilite´ (2.58) impose que le potentiel φ soit une
fonction de deux variables complexes anisotropes z1 et z2 qui sont donne´es par (2.59).
En adoptant le cadre de´fini par Green et Taylor [41], le potentiel φ est constitue´ de
deux fonctions Ω (z1) et ω (z2) contenant des se´ries infinies des variables complexes z
±2n
1
et z±2 2n. En respectant les conditions de valeurs finies a` l’infini, les potentiels ne doivent
pas contenir de puissance positive de z1 et z2 mais uniquement des puissances ne´gatives,
qui tendent vers ze´ro a` l’infini. En supposant une forme en se´rie infinie, les deux fonctions
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Ω (z1) et ω (z2) s’e´crivent :
Ω (z1) =
A
2
ln z1 +
∞∑
n=1
A2n
2 (1 + γ1)
2n (z1)
−2n (4.3)
ω (z2) =
B
2
ln z2 +
∞∑
n=1
B2n
2 (1 + γ2)
2n (z2)
−2n (4.4)
Le potentiel φ selon (2.71) s’e´crit :
φ = A ln r1 +B ln r2 +
∞∑
n=1
A2n
r2n1 (1 + γ1)
2n cos 2nθ1 +
∞∑
n=1
B2n
r2n2 (1 + γ2)
2n cos 2nθ2 (4.5)
On peut facilement ve´rifier que ce potentiel, e´tant fonction de deux variables complexes
z1 et z2, satisfait la condition de compatibilite´ (2.58). Afin de pouvoir de´terminer les
contraintes en coordonne´es cylindriques (e´quation 2.38) en de´rivant le potentiel φ en r et
θ, il convient tout d’abord d’e´crire le potentiel φ en coordonne´es cylindriques.
On distingue dans les fonctions Ω (z1) et ω (z2) les termes en logarithme et les termes
en cosinus.
Termes en logarithme : La de´finition des variables complexes z et z1 (2.59) conduit
aux transformations mathe´matiques suivantes :
z = x+ iy = reiθ
z1 = r1e
iθ1 =
r
1 + γ1
(
eiθ + γ1e
−iθ) (4.6)
=⇒ (1 + γ1) r1eiθ1 = r
(
eiθ + γ1e
−iθ) (4.7)
Le conjugue´ de la variable complexe z1 s’e´crit :
z1 = r1e
−iθ1 =
1
1 + γ1
(z + γ1z) (4.8)
r1e
−iθ1 =
1
1 + γ1
(
re−iθ + γ1reiθ
)
(4.9)
eiθ1
r1
=
(1 + γ1) e
iθ
r (1 + γ1e2iθ)
(4.10)
et :
ln
(
eiθ1
r1
)
= ln
[
(1 + γ1) e
iθ
r (1 + γ1e2iθ)
]
(4.11)
iθ1 − ln r1 = ln (1 + γ1) + iθ − ln r − ln
(
1 + γ1e
2iθ
)
(4.12)
Le terme ln
(
1 + γ1e
2iθ
)
est une fonction complexe, qui peut eˆtre de´veloppe´ en se´rie de
Taylor :
ln
(
1 + γ1e
2iθ
)
=
∞∑
s=1
γs1 (−1)s−1
s
e2isθ = −
∞∑
s=1
γs1 (−1)s
s
e2isθ (4.13)
alors :
ln r1 − iθ1 = ln r − ln (1 + γ1)− iθ −
∞∑
s=1
γs1 (−1)s
s
e2isθ (4.14)
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En e´quilibrant la partie re´elle, il vient :
ln r1 = ln r − ln (1 + γ1)−
∞∑
s=1
γs1 (−1)s
s
cos 2sθ (4.15)
ln r2 = ln r − ln (1 + γ2)−
∞∑
s=1
γs2 (−1)s
s
cos 2sθ (4.16)
Termes en cosinus Le de´veloppement en se´rie de Taylor du terme 1
(1+γ1e2iθ)
2n s’e´crit :
1
(1 + γ1e2iθ)
2n =
∞∑
s=0
(
2n+ s− 1
s
)
γs1 (−1)s e2isθ (4.17)
d’ou` :
ei2nθ1
r2n1
=
(1 + γ1)
2n ei2nθ
r2n (1 + γ1e2iθ)
2n =
(1 + γ1)
2n
r2n
∞∑
s=0
(
2n+ s− 1
s
)
γs1 (−1)s e2i(s+n)θ (4.18)
En posant k = s+ n on obtient :
ei2nθ1
r2n1
=
(1 + γ1)
2n
r2n
∞∑
k=n
(
n+ k − 1
k − n
)
γk−n1 (−1)k−n e2ikθ (4.19)
d’ou :
∞∑
n=1
A2n
ei2nθ1
r2n1 (1 + γ1)
2n =
∞∑
n=1
∞∑
k=n
A2n
1
r2n
(
n+ k − 1
k − n
)
γk−n1 (−1)k−n e2ikθ (4.20)
En re´organisant les indices, on peut e´crire :
∞∑
n=1
A2n
ei2nθ1
r2n1 (1 + γ1)
2n =
∞∑
s=1
s∑
n=1
A2n
1
r2n
(
n+ s− 1
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n e2ikθ (4.21)
et en e´quilibrant la partie re´elle :
∞∑
n=1
A2n
cos 2nθ1
r2n1 (1 + γ1)
2n =
∞∑
s=1
s∑
n=1
A2n
1
r2n
(
n+ s− 1
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n cos 2sθ (4.22)
∞∑
n=1
B2n
cos 2nθ2
r2n2 (1 + γ2)
2n =
∞∑
s=1
s∑
n=1
B2n
1
r2n
(
n+ s− 1
s− n
)
γs−n2 (−1)s−n cos 2sθ
Finalement, en coordonne´es cylindriques, le potentiel φ s’e´crit :
φ = (A+B) ln r − A ln (1 + γ1)−B ln (1 + γ2)−
∞∑
s=1
(−1)s
s
(Aγs1 +Bγ
s
2) cos 2sθ
+
∞∑
s=1
s∑
n=1
1
r2n
(
n+ s− 1
s− n
)
(−1)s−n (A2nγs−n1 +B2nγs−n2 ) cos 2sθ (4.23)
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Contraintes
Les contraintes sont de´termine´es par (2.38) :
∆σr =
A+B
r2
+
∞∑
s=1
4s
1
r2
(−1)s (Aγs1 +Bγs2) cos 2sθ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
4s2 + 2n
r2n+2
(−1)s−n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
cos 2sθ (4.24)
∆σθ = −A+B
r2
(4.25)
+
∞∑
s=1
s∑
n=1
2n(2n+ 1)(−1)s−n
r2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
cos 2sθ
∆τrθ =
∞∑
s=1
[
2(−1)s
r2
(Aγs1 +Bγ
s
2)
−
s∑
n=1
2s(2n+ 1)(−1)s−n
r2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)]
sin 2sθ (4.26)
ou` les coefficients A, B, A2n et B2n sont de´termine´s par application des conditions aux
limites a` la paroi inte´rieure r = a qui s’e´crivent respectivement pour les contraintes radiale
et tangentielle.
Contrainte radiale La variation de la contrainte radiale a` la paroi s’e´crit :
∆σr = pr − σ∞r =
1
2
(∆px + ∆py) +
1
2
(∆px −∆py) cos 2θ (4.27)
avec :
∆px = px − σ∞x et ∆py = py − σ∞y
En substituant la contrainte radiale donne´e par (4.24) dans la condition a` la limite on
obtient :
∆σr =
A+B
a2
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
4s2 + 2n
a2n+2
(−1)s−n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
cos 2sθ
+
∞∑
s=1
4s
1
a2
(−1)s (Aγs1 +Bγs2) cos 2sθ
=
1
2
(∆px + ∆py) +
1
2
(∆px −∆py) cos 2θ
En e´quilibrant les termes de meˆme ordre en cos 2sθ on obtient :
A+B
a2
=
1
2
(∆px + ∆py) (4.28)[
−4 1
a2
(Aγ1 +Bγ2)− 6
a4
(A2 +B2)
]
cos 2θ =
1
2
(∆px −∆py) cos 2θ (4.29)
et pour s ≥ 2 :
4s
1
a2
(−1)s (Aγs1 +Bγs2) cos 2sθ
−
s∑
n=1
4s2 + 2n
a2n+2
(−1)s−n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
cos 2sθ = 0 (4.30)
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Contrainte tangentielle La variation de la contrainte tangentielle a` la paroi s’e´crit :
∆τrθ = prθ − τ∞rθ =
1
2
(∆py −∆px) sin 2θ (4.31)
L’incre´ment de contrainte tangentielle est donne´ e´galement par (4.26) et la condition a` la
limite s’e´crit donc :
∆τrθ =
∞∑
s=1
2(−1)s
a2
(Aγs1 +Bγ
s
2) sin 2sθ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
2s(2n+ 1)(−1)s−n
a2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
sin 2sθ
=
1
2
(∆py −∆px) sin 2θ (4.32)
En e´quilibrant les termes de meˆme ordre en sin 2sθ on obtient :[
− 2
a2
(Aγ1 +Bγ2)− 6
a4
(A2γ1 +B2γ2)
]
sin 2θ =
1
2
(∆py −∆px) sin 2θ (4.33)
et pour s ≥ 2 :
2(−1)s
a2
(Aγs1 +Bγ
s
2) sin 2sθ
−
s∑
n=1
2s(2n+ 1)(−1)s−n
a2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
sin 2sθ = 0 (4.34)
Les conditions aux limites imposent ainsi :
A+B
a2
= 1
2
(∆px + ∆py)
−4 1
a2
(Aγ1 +Bγ2)− 6a4 (A2 +B2) = 12 (∆px −∆py)
− 2
a2
(Aγ1 +Bγ2)− 6a4 (A2γ1 +B2γ2) = 12 (∆py −∆px)
et pour s ≥ 2 :
4s
1
a2
(−1)s (Aγs1 +Bγs2)
−
s∑
n=1
4s2 + 2n
a2n+2
(−1)s−n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
= 0 (4.35)
2(−1)s
a2
(Aγs1 +Bγ
s
2)
−
s∑
n=1
2s(2n+ 1)(−1)s−n
a2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
= 0 (4.36)
qui sont satisfait par :{
A = a
2
γ1−γ2
[
1
2
(∆σy −∆σx)− 12γ2 (∆σx + ∆σy)
]
B = a
2
γ1−γ2
[
1
2
(∆σx −∆σy) + 12γ2 (∆σx + ∆σy)
]
et pour n ≥ 1 : {
A2n = −Aa2nγn1 (2n−1)!n!(n+1)!
B2n = −Ba2nγn2 (2n−1)!n!(n+1)!
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De´placements
Dans la me´thode classique de re´solution, les relations de´placements–de´formations sont
remplace´es dans les relations constitutives contrainte–de´formation et dans les e´quations
d’e´quilibre afin d’obtenir les e´quations aux de´rive´es partielles (E.D.P) pour les de´placements.
En re´solvant ces E.D.P, on trouve les solutions du de´placement et en les de´rivant, on peut
de´terminer les de´formations ; les contraintes sont obtenues ensuite par les relations consti-
tutives. L’essentiel de la de´marche re´side donc dans la re´solution des E.D.P.
Dans la me´thode qui utilise la the´orie de la variable complexe, il n’y a plus d’E.D.P a`
re´soudre. La de´finition du potentiel permet de satisfaire automatiquement les e´quations
d’e´quilibre ; les contraintes sont de´termine´es en appliquant les conditions limites et les
de´formations sont donne´es par les relations contraintes–de´formations, mais les de´place-
ments ne peuvent pas eˆtre obtenus en prenant l’inte´grale des de´formations. Green et Zerna
[42] ont donc de´fini une autre variable complexe pour les de´placement :
D = u+ iv
ou` u et v sont respectivement les de´placements dans la direction paralle`le aux plan de dis-
continuite´s et dans la direction normale aux plans de discontinuite´s. La variable complexe
du de´placement, selon Green et Zerna, a pour expression :
D = u+ iv = δ1Ω
′ (z1) + ρ1Ω′ (z1) + δ2ω′ (z2) + ρ2ω′ (z2) (4.37)
ou` δ1, ρ1, δ2 et ρ2 sont des coefficients relie´s aux parame`tres me´caniques du terrain.
Les de´placements horizontal et vertical sont respectivement la partie re´elle < [D] et
imaginaire = [D] de la variable complexe du de´placement :
u = < [D] = < [δ1Ω′ (z1) + ρ1Ω′ (z1) + δ2ω′ (z2) + ρ2ω′ (z2)]
= (δ1 + ρ1)< [Ω′ (z1)] + (δ2 + ρ2)< [ω′ (z2)] (4.38)
v = = [D] = = [δ1Ω′ (z1) + ρ1Ω′ (z1) + δ2ω′ (z2) + ρ2ω′ (z2)]
= (δ1 − ρ1)= [Ω′ (z1)] + (δ2 − ρ2)= [ω′ (z2)] (4.39)
En remplac¸ant les de´placements (4.38) et (4.39) dans la relation de´placement–de´formation
(2.36) et dans la relation constitutive contrainte–de´formation avec la prise en compte de
(2.37), on peut de´terminer les coefficients δ1, ρ1, δ2 et ρ2 (voir annexe C) :
δ1 = − 1α1S11 +
(
1− 1√
α1
)
S12 +
√
α1S22
ρ1 = − 1α1S11 +
(
1 + 1√
α1
)
S12 −√α1S22
δ2 = − 1α2S11 +
(
1− 1√
α2
)
S12 +
√
α2S22
ρ2 = − 1α2S11 +
(
1 + 1√
α2
)
S12 −√α2S22
(4.40)
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Les de´rive´es des fonctions Ω (z1) et ω (z2) sont e´crites en fonction des variables complexes
z1 et z2 :
Ω′ (z1) =
A
2
1
z1
+
∞∑
n=1
−nA2n
(1 + γ1)
2n z
−2n−1
1
ω′ (z2) =
B
2
1
z2
+
∞∑
n=1
−nB2n
(1 + γ2)
2n z
−2n−1
2
Les parties re´elles et imaginaires sont ensuite e´crites en coordonne´es cylindriques (voir
annexe D.1) :
< [Ω′ (z1)] = A
2
cos θ
r
(
cos2 θ + 1
α1
sin2 θ
)
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nA2n
(1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n cos (2s+ 1) θ (4.41)
< [ω′ (z2)] = B
2
cos θ
r
(
cos2 θ + 1
α2
sin2 θ
)
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nB2n
(1 + γ2)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n2 (−1)s−n cos (2s+ 1) θ (4.42)
= [Ω′ (z1)] = −A
2
1√
α1
sin θ
r
(
cos2 θ + 1
α1
sin2 θ
)
+
∞∑
s=1
s∑
n=1
nA2n
(1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n sin (2s+ 1) θ (4.43)
= [ω′ (z2)] = −B
2
1√
α2
sin θ
r
(
cos2 θ + 1
α2
sin2 θ
)
+
∞∑
s=1
s∑
n=1
nB2n
(1 + γ2)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n2 (−1)s−n sin (2s+ 1) θ (4.44)
4.2.3 Validation partielle de la solution
Afin de valider en partie la solution propose´e pour le cas d’une cavite´ circulaire, on
compare les champs de contraintes et de de´placements en paroi avec ceux donne´s par
la solution de Lekhnitskii, pre´sente´e a` la section 2.4.4, sous un meˆme e´tat de contrainte
isotrope a` l’infini et une pression nulle a` l’inte´rieur de la cavite´. Le calcul est re´alise´ avec
les deux jeux de parame`tres suivants pour une cavite´ de rayon a = 5 m :
Jeu Eh (MPa) Ev (MPa) Ghv (MPa) νh νhv σ
∞
x (MPa) σ
∞
y (MPa)
1 20000 5000 4000 0.12 0.2 5 5
2 2000 800 500 0.12 0.2 10 10
Tab 4.1: Parame`tres me´caniques du milieu et e´tats de contraintes conside´re´s
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Figure 4.2: Comparaison de la solution propose´e avec m termes et de la solution de
Lekhnitskii : contrainte orthoradiale en paroi (jeu 1 et jeu 2)
θ
Contrainte orthoradiale σθ (MPa) Variation (%)
Lekhnitskii m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
0 9,83 9,77 9,85 9,83 9,83 -0,59 0,19 -0,05 0,03
10 9,86 9,83 9,86 9,86 9,86 -0,33 0,05 0,01 0,00
20 9,94 9,96 9,92 9,94 9,94 0,22 -0,16 0,06 -0,01
30 10,05 10,11 10,04 10,05 10,05 0,62 -0,14 -0,02 0,01
40 10,16 10,21 10,17 10,16 10,16 0,49 0,11 -0,07 -0,01
50 10,23 10,21 10,25 10,23 10,23 -0,17 0,20 0,03 -0,03
60 10,20 10,11 10,19 10,20 10,20 -0,81 -0,06 0,05 0,02
70 10,03 9,96 10,00 10,02 10,03 -0,67 -0,29 -0,07 -0,01
80 9,79 9,83 9,79 9,78 9,79 0,41 0,02 -0,02 -0,01
90 9,66 9,77 9,70 9,67 9,67 1,15 0,36 0,11 0,04
Tab 4.2: E´valuation nume´rique de la contrainte orthoradiale donne´e en paroi par la solu-
tion de Lekhnitskii et la solution propose´e en se´rie tronque´e (jeu 1)
La solution propose´e sous la forme d’une se´rie infinie est calcule´e avec un nombre
limite´ de termes afin de de´terminer le nombre minimal suffisant pour assurer la pre´cision
du calcul. La FIG. 4.2a pre´sente graphiquement les courbes de la contrainte orthoradiale
et le TAB. 4.2 pre´sente nume´riquement les contraintes orthoradiales autour de la cavite´
du jeu 1 obtenues par la solution de Lekhnitskii et par la solution en se´rie tronque´e de
m = 2 a` m = 10 termes.
Sur la FIG. 4.2a, on constate que les courbes de la contrainte orthoradiale de la so-
lution en se´rie tronque´e correspondant a` m ≥ 3 termes respectent tre`s bien l’allure de la
courbe de la solution de Lekhnitskii, qui donne une valeur maximale a` θ ≈ 50˚ . Par contre,
la courbe de la se´rie tronque´e correspondant a` m = 2 termes donne une valeur maximale a`
θ ≈ 45˚ . De plus, le calcul de la se´rie tronque´e a` 2 termes sous-estime la contrainte orthora-
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diale a` 0˚ (direction paralle`le aux discontinuite´s) et la sur-estime a` 90˚ (direction normamle
aux discontinuite´s) par rapport a` la solution de Lekhnitskii. Le TAB. 4.2 montre que
l’estimation de l’erreur de la solution en se´rie tronque´e correspondant a` m = 2 termes
par rapport a` la solution de Lekhnitskii est de l’ordre de -0,81 % a` 1,15 %. La plage de
variation de l’erreur se re´duit a` l’intervalle de -0,29 % a` 0,36 % pour m = 3 termes et
continue a` de´croˆıtre avec l’augmentation de nombre de terme.
La comparaison avec le jeu 2 des parame`tres (FIG. 4.2b) montre un comportement
similaire avec une sur-estimation a` 0˚ et une sous-estimation a` 90˚ de la contrainte orthora-
diale par la solution en se´rie tronque´e a` 2 termes par rapport aux autres solutions. Dans
ce cas, par ailleurs, toutes les courbes correspondant a` m = 2 a` m = 5 termes respectent
bien l’allure de la solution de Lekhnitskii prise comme re´fe´rence.
Quant au de´placement radial, la FIG. 4.3 montre une bonne cohe´rence quelque soit le
nombre de termes avec une diffe´rence de moins de 3% (TAB. 4.3)
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Figure 4.3: Comparaison de la solution propose´e et de la solution de Lekhnitskii :
de´placement en paroi (jeu 1 et jeu 2)
Les comparaisons avec deux jeux diffe´rents de parame`tres ont montre´ une bonne cor-
respondance de la solution en se´rie tronque´e a` partir de 3 termes avec la solution de
Lekhnitskii pour la contrainte orthoradiale et les de´placements. De plus, une diffe´rence
ne´gligeable entre les solutions avec plus de 3 termes nous permet de confirmer que la solu-
tion en se´rie tronque´e a` 3 termes est suffisante pour de´terminer les champs de contraintes
et de de´placements autour d’une cavite´ circulaire.
Par ailleurs, la solution en se´rie tronque´e propose´e permet de de´terminer e´galement les
champs de contraintes et de de´placements en tout point a` l’inte´rieur du massif, repre´sente´s
par la FIG. 4.4 (contrainte orthoradiale) et la FIG. 4.5 (de´placement radial)
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θ
De´placement radial ur (mm) Variation (%)
Lekhnitskii m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
0 1,42 1,41 1,42 1,43 1,43 -0,29 0,58 0,84 0,92
10 1,53 1,54 1,55 1,55 1,55 1,12 1,48 1,51 1,50
20 1,84 1,90 1,89 1,89 1,89 2,91 2,53 2,35 2,29
30 2,33 2,40 2,39 2,39 2,39 3,11 2,63 2,57 2,60
40 2,93 3,00 3,00 3,00 3,00 2,53 2,41 2,50 2,52
50 3,57 3,64 3,65 3,65 3,65 2,05 2,24 2,29 2,27
60 4,17 4,24 4,25 4,25 4,25 1,85 2,07 2,03 2,02
70 4,65 4,74 4,74 4,74 4,74 1,80 1,87 1,82 1,84
80 4,97 5,06 5,06 5,06 5,06 1,81 1,71 1,72 1,72
90 5,08 5,17 5,17 5,17 5,17 1,81 1,65 1,70 1,68
Tab 4.3: E´valuation nume´rique du de´placement donne´ en paroi par la solution de Lekh-
nitskii et la solution propose´e en se´rie tronque´e (jeu 1)
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Figure 4.4: Distribution de la contrainte orthoradiale autour de la cavite´ circulaire
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Figure 4.5: Distribution du de´placement radial autour de la cavite´ circulaire
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Figure 4.6: Anneau isotrope transverse et conditions aux limites
4.3 Solution pour un anneau isotrope transverse e´las-
tique line´aire
Dans cette partie, on pre´sente le de´veloppement d’une solution semi–analytique pour
un anneau e´lastique line´aire isotrope transverse, qui est ensuite inte´gre´e dans la me´thode
des matrices de transfert (a` la section 4.4) pour prendre en compte un mode`le e´lastique
non line´aire dans lequel les proprie´te´s me´caniques du mate´riau e´voluent dans les anneaux
concentriques conside´re´s.
4.3.1 Proble`me pose´ et conditions aux limites
On conside`re un anneau avec un comportement isotrope transverse (FIG. 4.6) limite´
par le rayon inte´rieur r = a et le rayon exte´rieur r = b. Les 5 parame`tres Eh, Ev, Gvh, νh,
νhv caracte´risent le comportement isotrope transverse de l’anneau.
L’anneau est suppose´ soumis initialement a` un e´tat de contrainte anisotrope, les direc-
tions principales de contraintes e´tant conformes aux directions d’anisotropie du mate´riau.
– en coordonne´es carte´siennes : σ0 =
(
σ0x 0
0 σ0y
)
– en coordonne´es cylindriques : σ0 =
(
σ0r τ
0
rθ
τ 0rθ σ
0
y
)
avec : 
σ0r =
1
2
(
σ0x + σ
0
y
)
+ 1
2
(
σ0x − σ0y
)
cos 2θ
σ0θ =
1
2
(
σ0x + σ
0
y
)− 1
2
(
σ0x − σ0y
)
cos 2θ
τ 0rθ =
(σ0y−σ0x)
2
sin 2θ
(4.45)
Conditions aux limites
A la paroi inte´rieure et exte´rieure, on applique un e´tat de contrainte anisotrope, qui
s’e´crit respectivement :
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– en coordonne´es carte´siennes :
pour r = a pour r = b
σ =
(
px 0
0 py
)
et σ =
(
qx 0
0 qy
)
– en coordonne´es cylindriques :
pour r = a pour r = b
σ =
(
pr prθ
prθ pθ
)
et σ =
(
qr qrθ
qrθ qθ
)
avec : 
pr =
1
2
(px + py) +
1
2
(px − py) cos 2θ
pθ =
1
2
(px + py)− 12 (px − py) cos 2θ
prθ =
(py−px)
2
sin 2θ
(4.46)
et : 
qr =
1
2
(qx + qy) +
1
2
(qx − qy) cos 2θ
qθ =
1
2
(qx + qy)− 12 (qx − qy) cos 2θ
qrθ =
(qy−qx)
2
sin 2θ
(4.47)
4.3.2 Calcul des champs de contraintes et de de´placements
La solution semi–analytique de l’anneau est de´veloppe´e sur la meˆme base que la solu-
tion du milieu isotrope transverse infini. Mais dans ce cas, la re´gion en question (anneau)
est limite´e dans l’espace ce qui autorise la pre´sence des puissances positives des variables
complexes anisotropes z1 et z2 dans l’expression des fonctions complexes Ω (z1) et ω (z2) :
φ = Ω(z1) + Ω(z1) + ω(z2) + ω(z2) (4.48)
avec :
Ω(z1) =
A
2
ln z1 +
∞∑
n=1
[
A2n
2 (1 + γ1)
2n z
−2n
1 +
C2n
2
(1 + γ1)
2n z2n1
]
(4.49)
ω(z2) =
B
2
ln z2 +
∞∑
n=1
[
B2n
2 (1 + γ2)
2n z
−2n
2 +
D2n
2
(1 + γ2)
2n z2n2
]
(4.50)
et les conjugue´s :
Ω(z1) =
A
2
ln z1 +
∞∑
n=1
[
A2n
2 (1 + γ1)
2n z
−2n
1 +
C2n
2
(1 + γ1)
2n z2n1
]
(4.51)
ω(z2) =
B
2
ln z2 +
∞∑
n=1
[
B2n
2 (1 + γ2)
2n z
−2n
2 +
D2n
2
(1 + γ2)
2n z2n2
]
(4.52)
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En remplac¸ant dans l’e´quation (2.71), le potentiel s’e´crit :
φ =
A
2
(ln z1 + ln z1) +
B
2
(ln z2 + ln z2)
+
∞∑
n=1
[
A2n
2 (1 + γ1)
2n
(
z−2n1 + z
−2n
1
)
+
C2n
2
(1 + γ1)
2n (z2n1 + z2n1 )]
+
∞∑
n=1
[
B2n
2 (1 + γ2)
2n
(
z−2n2 + z
−2n
2
)
+
D2n
2
(1 + γ2)
2n (z2n2 + z2n2 )] (4.53)
soit :
φ = A ln r1 +B ln r2 +
∞∑
n=1
[
A2n
cos 2nθ1
r2n1 (1 + γ1)
2n +B2n
cos 2nθ2
r2n2 (1 + γ2)
2n
]
+
∞∑
n=1
[
C2n (1 + γ1)
2n r2n1 cos 2nθ1 +D2n (1 + γ2)
2n r2n2 cos 2nθ2
]
(4.54)
Le potentiel φ est toujours e´crit initialement en fonction de r1, r2, θ1 et θ2. La transfor-
mation en coordonne´es cylindriques des termes logarithmiques et des termes en puissance
ne´gative a e´te´ de´ja` pre´sente´e dans la section 4.2.1. Quant aux termes en puissances posi-
tives, on utilise l’e´quation (2.59) de la variable complexe anisotrope :
z1 = r1e
iθ1 = r
1+γ1
(
eiθ + γ1e
−iθ)
=⇒ (1 + γ1) r1eiθ1 = r
(
eiθ + γ1e
−iθ)
(1 + γ1)
2n r2n1 e
2inθ1 = r2n
(
eiθ + γ1e
−iθ)2n
et le de´veloppement selon la formule du binoˆme de Newton donne :
(1 + γ1)
2n r2n1 e
2inθ1 = r2n
2n∑
k=0
(
2n
k
)
eikθγ2n−k1 e
−i(2n−k)θ
= r2n
2n∑
k=0
(
2n
k
)
γ2n−k1 e
−2i(n−k)θ (4.55)
qui peut s’e´crire comme les sommes de deux se´ries finies :
(1 + γ1)
2n r2n1 e
2inθ1 = r2n
n−1∑
k=0
(
2n
k
)
γ2n−k1 e
−2i(n−k)θ + r2n
(
2n
n
)
γn1
+ r2n
2n∑
k=n+1
(
2n
k
)
γ2n−k1 e
2i(k−n)θ (4.56)
Si on remplace l = n−k (=⇒ k = n−l) dans la 1e`re se´rie et l = k−n (=⇒ k = n+l)
dans la 2e`me se´rie, on obtient :
(1 + γ1)
2n r2n1 e
2inθ1 = r2n
n∑
l=1
(
2n
n− l
)
γn+l1 e
−2ilθ
+ r2n
(
2n
n
)
γn1 + r
2n
n∑
l=1
(
2n
n+ l
)
γn−l1 e
2ilθ (4.57)
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En remarquant que : (
2n
n− l
)
=
2n!
(n− l)! (n+ l)! =
(
2n
n+ l
)
(4.58)
l’e´criture se simplifie :
(1 + γ1)
2n r2n1 e
2inθ1 = r2n
[(
2n
n
)
γn1 +
n∑
l=1
(
2n
n− l
)(
γn+l1 e
−2ilθ + γn−l1 e
2ilθ
)]
(4.59)
et en e´quilibrant la partie re´elle (avec un remplacement de l’indice l par l’indice k) :
(1 + γ1)
2n r2n1 cos 2nθ1 = r
2n
[(
2n
n
)
γn1 +
n∑
k=1
(
2n
n− k
)(
γn+k1 + γ
n−k
1
)
cos 2kθ
]
(4.60)
La se´rie infinie des termes en puissance positive peut donc s’e´crire en coordonne´es cylin-
driques :
∞∑
n=1
C2n (1 + γ1)
2n r2n1 cos 2nθ1 =
∞∑
n=1
n∑
k=1
C2nr
2n
(
2n
n− k
)(
γn+k1 + γ
n−k
1
)
cos 2kθ
+
∞∑
n=1
C2nr
2n
(
2n
n
)
γn1 (4.61)
∞∑
n=1
D2n (1 + γ2)
2n r2n2 cos 2nθ2 =
∞∑
n=1
n∑
k=1
D2nr
2n
(
2n
n− k
)(
γn+k2 + γ
n−k
2
)
cos 2kθ
+
∞∑
n=1
D2nr
2n
(
2n
n
)
γn2 (4.62)
et le potentiel φ devient :
φ = (A+B) ln r − A ln (1 + γ1)−B ln (1 + γ2) +
∞∑
n=1
r2n
(
2n
n
)
(C2nγ
n
1 +D2nγ
n
2 )
−
∞∑
s=1
[
(−1)s
s
(Aγs1 +Bγ
s
2)−
s∑
n=1
(−1)s−n
r2n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)]
cos 2sθ
+
∞∑
n=1
n∑
k=1
r2n
(
2n
n− k
)[
C2n
(
γn+k1 + γ
n−k
1
)
+D2n
(
γn+k2 + γ
n−k
2
)]
cos 2kθ (4.63)
En ge´ne´ral, les coefficients A, B, A2n, B2n, C2n et D2n peuvent eˆtre de´termine´s en ap-
pliquant les conditions aux limites. Mais a` la diffe´rence du milieu infini ou` la se´rie infinie
des termes en puissances ne´gatives se re´duit a` un scalaire (??), les termes en puissances
positives et en puissances ne´gatives ne peuvent pas se re´duire ainsi. Par ailleurs, le calcul
d’une se´rie infinie est irre´alisable et il est remplace´ pratiquement par un calcul avec un
nombre fini de termes. Cela permet de re´soudre analytiquement notre proble`me.
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Le potentiel de la contrainte sous forme d’une se´rie tronque´e a` m termes s’e´crit :
φ = (A+B) ln r +
m∑
n=1
r2n
(
2n
n
)
(C2nγ
n
1 +D2nγ
n
2 )− A ln (1 + γ1)−B ln (1 + γ2)
−
m∑
s=1
[
(−1)s
s
(Aγs1 +Bγ
s
2)−
s∑
n=1
(−1)s−n
r2n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)]
cos 2sθ
+
m∑
n=1
n∑
k=1
r2n
(
2n
n− k
)[
C2n
(
γn+k1 + γ
n−k
1
)
+D2n
(
γn+k2 + γ
n−k
2
)]
cos 2kθ
L’e´quivalence :
m∑
n=1
n∑
k=1
F (n, k) =
m∑
s=1
m∑
n=s
F (n, s) (4.64)
permet d’e´crire le potentiel φ sous la forme en fonction de cos 2sθ uniquement :
φ = (A+B) ln r +
m∑
n=1
r2n
(
2n
n
)
(C2nγ
n
1 +D2nγ
n
2 )− A ln (1 + γ1)−B ln (1 + γ2)
−
m∑
s=1
[
(−1)s
s
(Aγs1 +Bγ
s
2)−
s∑
n=1
(−1)s−n
r2n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)]
cos 2sθ
+
m∑
s=1
m∑
n=s
r2n
(
2n
n− s
)[
C2n
(
γn+s1 + γ
n−s
1
)
+D2n
(
γn+s2 + γ
n−s
2
)]
cos 2sθ (4.65)
Contraintes
En remplac¸ant (4.65) dans (2.38) on trouve les expressions des contraintes :
∆σr = f0(r) +
m∑
s=1
fs(r) cos 2sθ (4.66)
∆τrθ =
m∑
s=1
gs(r) sin 2sθ (4.67)
∆σθ = h0(r) +
m∑
s=1
hs(r) cos 2sθ (4.68)
avec :
f0(r) = (A+B)
1
r2
+
m∑
n=1
2nr2n−2
(
2n
n
)
(C2nγ
n
1 +D2nγ
n
2 ) (4.69)
fs(r) =
4s
r2
(−1)s (Aγs1 +Bγs2)
−
m∑
n=s
(
4s2 − 2n) r2n−2( 2n
n− s
)[
C2n
(
γn+s1 + γ
n−s
1
)
+D2n
(
γn+s2 + γ
n−s
2
)]
−
s∑
n=1
(4s2 + 2n) (−1)s−n
r2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
(4.70)
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gs(r) =
2
r2
(−1)s (Aγs1 +Bγs2)
−
s∑
n=1
2s (2n+ 1) (−1)s−n
r2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
+
m∑
n=s
2s (2n− 1) r2n−2
(
2n
n− s
)[
C2n
(
γn+s1 + γ
n−s
1
)
+D2n
(
γn+s2 + γ
n−s
2
)]
(4.71)
h0(r) = − (A+B) 1
r2
+
m∑
n=1
2n (2n− 1) r2n−2
(
2n
n
)
(C2nγ
n
1 +D2nγ
n
2 ) (4.72)
hs(r) =
m∑
n=s
2n (2n− 1) r2n−2
(
2n
n− s
)[
C2n
(
γn+s1 + γ
n−s
1
)
+D2n
(
γn+s2 + γ
n−s
2
)]
+
s∑
n=1
2n (2n+ 1) (−1)s−n
r2n+2
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)
(4.73)
De´placements
La recherche de la solution en de´placement se base sur la meˆme me´thode propose´e par
Green et Zerna [42] qui est pre´sente´e dans l’annexe C.
Les de´placements u et v sont donne´s par les e´quations (4.38) et (4.39) et les coefficients
sont de´termine´s par (4.40).
Les de´rive´es des fonctions Ω (z1) et ω (z2) sont e´crites en fonction des variables com-
plexes z1 et z2 sous la forme d’une se´rie infinie :
Ω′ (z1) =
A
2
1
z1
+
∞∑
n=1
[ −nA2n
(1 + γ1)
2n (z1)
−2n−1 + n (1 + γ1)
2nC2n (z1)
2n−1
]
(4.74)
ω′ (z2) =
B
2
1
z2
+
∞∑
n=1
[ −nB2n
(1 + γ2)
2n (z2)
−2n−1 + n (1 + γ2)
2nD2n (z2)
2n−1
]
(4.75)
et peuvent s’e´crire en coordonne´es cylindriques apre`s transformations mathe´matiques
(voir annexe D.2) :
partie re´elle
< [Ω′ (z1)] = A
2
(1 + γ1)
r
∞∑
s=1
γs−11 (−1)s−1 cos (2s− 1) θ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n cos (2s+ 1) θ (4.76)
+
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s1 + γ
n+s−1
1
)
cos (2s− 1) θ
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< [ω′ (z2)] = B
2
(1 + γ2)
r
∞∑
s=1
γs−12 (−1)s−1 cos (2s− 1) θ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nB2n (1 + γ2)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n2 (−1)s−n cos (2s+ 1) θ (4.77)
+
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nD2n (1 + γ2) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s2 + γ
n+s−1
2
)
cos (2s− 1) θ
partie imaginaire
= [Ω′ (z1)] = −A
2
(1 + γ1)
r
∞∑
s=1
γs−11 (−1)s−1 sin (2s− 1) θ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n sin (2s+ 1) θ (4.78)
+
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nC2nr
2n−1
(
2n− 1
n− s
)
(1 + γ1)
(
γn−s1 − γn+s−11
)
sin (2s− 1) θ
= [ω′ (z2)] = −B
2
(1 + γ2)
r
∞∑
s=1
γs−12 (−1)s−1 sin (2s− 1) θ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nB2n (1 + γ2)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n2 (−1)s−n sin (2s+ 1) θ (4.79)
+
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nD2nr
2n−1
(
2n− 1
n− s
)
(1 + γ2)
(
γn−s2 − γn+s−12
)
sin (2s− 1) θ
Dans le calcul en se´rie tronque´e, les parties re´elles et imaginaires s’e´crivent :
< [Ω′ (z1)] = F1(r) cos θ +
m∑
s=2
Fs(r) cos(2s− 1)θ + Fm+1(r) cos(2m+ 1)θ (4.80)
< [ω′ (z2)] = G1(r) cos θ +
m∑
s=2
Gs(r) cos(2s− 1)θ +Gm+1(r) cos(2m+ 1)θ (4.81)
= [Ω′ (z1)] = H1(r) sin θ +
m∑
s=2
Hs(r) sin(2s− 1)θ +Hm+1(r) sin(2m+ 1)θ (4.82)
= [ω′ (z2)] = K1(r) sin θ +
m∑
s=2
Ks(r) sin(2s− 1)θ +Km+1(r) sin(2m+ 1)θ (4.83)
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avec :
F1 =
A
2
(1 + γ1)
r
+
m∑
n=1
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− 1
)(
γn−11 + γ
n
1
)
(4.84)
Fs =
A
2
(1 + γ1)
r
γs−11 (−1)s−1
−
s−1∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s− 1
s− n− 1
)
γs−n−11 (−1)s−n−1
+
m∑
n=s
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s1 + γ
n+s−1
1
)
(4.85)
Fm+1 = −
m∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+m
m− n
)
γm−n1 (−1)m−n (4.86)
G1 =
B
2
(1 + γ2)
r
+
m∑
n=1
nD2n (1 + γ2) r
2n−1
(
2n− 1
n− 1
)(
γn−12 + γ
n
2
)
(4.87)
Gs =
B
2
(1 + γ2)
r
γs−12 (−1)s−1
−
s−1∑
n=1
nB2n (1 + γ2)
r2n+1
(
n+ s− 1
s− n− 1
)
γs−n−12 (−1)s−n−1
+
m∑
n=s
nD2n (1 + γ2) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s2 + γ
n+s−1
2
)
(4.88)
Gm+1 = −
m∑
n=1
nB2n (1 + γ2)
r2n+1
(
n+m
m− n
)
γm−n2 (−1)m−n θ (4.89)
H1 = −A
2
(1 + γ1)
r
+
m∑
n=1
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− 1
)(
γn−11 − γn1
)
(4.90)
Hs = −A
2
(1 + γ1)
r
γs−11 (−1)s−1
−
s−1∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s− 1
s− n− 1
)
γs−n−11 (−1)s−n−1
+
m∑
n=s
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s1 − γn+s−11
)
(4.91)
Hm+1 = −
m∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+m
m− n
)
γm−n1 (−1)m−n (4.92)
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K1 = −B
2
(1 + γ2)
r
+
m∑
n=1
nD2n (1 + γ2) r
2n−1
(
2n− 1
n− 1
)(
γn−12 − γn2
)
(4.93)
Ks = −B
2
(1 + γ2)
r
γs−12 (−1)s−1
−
s−1∑
n=1
nB2n (1 + γ2)
r2n+1
(
n+ s− 1
s− n− 1
)
γs−n−12 (−1)s−n−1
+
m∑
n=s
nD2n (1 + γ2) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s2 − γn+s−12
)
(4.94)
Km+1 = −
m∑
n=1
nB2n (1 + γ2)
r2n+1
(
n+m
m− n
)
γm−n2 (−1)m−n (4.95)
Conditions aux limites
La de´termination des coefficients est re´alise´e en appliquant les conditions aux limites
de la contrainte radiale et tangentielle a` la paroi inte´rieure et a` la paroi exte´rieure.
A la paroi inte´rieure r = a
– Contrainte radiale
∆σr = pr − σ0r =
1
2
(∆px + ∆py) +
1
2
(∆px −∆py) cos 2θ (4.96)
– Contrainte tangentielle
∆τrθ = prθ − τ 0rθ =
1
2
(∆py −∆px) sin 2θ (4.97)
avec
∆px = px − σ0x et ∆py = py − σ0y
En substituant les variations de la contrainte radiale et tangentielle a` la paroi r = a
donne´es par (4.66) et (4.67), les conditions aux limites deviennent :
∆σr = f0(a) +
m∑
s=1
fs(a) cos 2sθ =
1
2
(∆px + ∆py) +
1
2
(∆px −∆py) cos 2θ (4.98)
∆τrθ =
m∑
s=1
gs(a) sin 2sθ =
1
2
(∆py −∆px) sin 2θ (4.99)
et en e´quilibrant les termes de meˆme ordre de cos 2sθ et sin 2sθ, on obtient les 2m + 1
e´quations suivantes :
f0(a) =
∆px+∆py
2
f1(a) =
∆px−∆py
2
g1(a) =
∆py−∆px
2
et pour 2 ≤ s ≤ m
{
fs(a) = 0
gs(a) = 0
(4.100)
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A la paroi exte´rieure r = b
De fac¸on identique, les conditions aux limites a` la paroi exte´rieur de l’anneau conduisent
a` 2m+ 1 autres e´quations :
f0(b) =
∆qx+∆qy
2
f1(b) =
∆qx−∆qy
2
g1(b) =
∆qy−∆qx
2
et pour 2 ≤ s ≤ m
{
fs(b) = 0
gs(b) = 0
(4.101)
L’e´criture initiale du potentiel φ en se´rie infinie conduit a` un nombre infini d’e´quations
a` re´soudre pour de´terminer un nombre infini d’inconnues. C’est une taˆche impossible car
l’apparition de la se´rie infinie correspondant aux termes en puissance positive fait que les
se´ries infinies ne peuvent pas se re´duire comme dans le cas du milieu infini. Tronquer le
potentiel φ a` m termes simplifie le proble`me en diminuant le nombre d’inconnues a` 4m+2
(A, B ,A2n, B2n, C2n, D2n avec n = 1,m) et les conditions aux limites a` la paroi inte´rieure
et exte´rieure donnent 4m+ 2 e´quations qui peuvent s’e´crire :

f0(a) =
∆px+∆py
2
f0(b) =
∆qx+∆qy
2
f1(a) =
∆px−∆py
2
f1(b) =
∆qx−∆qy
2
g1(a) =
∆py−∆px
2
g1(b) =
∆qy−∆qx
2
et pour 2 ≤ s ≤ m

fs(a) = 0
fs(b) = 0
gs(a) = 0
gs(b) = 0
(4.102)
Il faut noter que les 4 dernie`res e´quations aux limites correspondant a` la valeur s = m,
et peuvent s’e´crire explicitement :
fm(a) =
4m
a2
(−1)m (Aγm1 +Bγm2 )−
(
4m2 − 2m) a2m−2 [C2m (γ2m1 + 1)+D2m (γ2m2 + 1)]
−
m∑
n=1
(
4m2 + 2n
)
(−1)m−n
a2n+2
(
n+m− 1
m− n
)(
A2nγ
m−n
1 +B2nγ
m−n
2
)
= 0 (4.103)
fm(b) =
4m
b2
(−1)m (Aγm1 +Bγm2 )−
(
4m2 − 2m) b2m−2 [C2m (γ2m1 + 1)+D2m (γ2m2 + 1)]
−
m∑
n=1
(
4m2 + 2n
)
(−1)m−n
b2n+2
(
n+m− 1
m− n
)(
A2nγ
m−n
1 +B2nγ
m−n
2
)
= 0 (4.104)
gm(a) =
2
a2
(−1)m (Aγm1 +Bγm2 ) + 2m (2m− 1) a2m−2
[
C2m
(
γ2m1 + 1
)
+D2m
(
γ2m2 + 1
)]
−
m∑
n=1
2m (2n+ 1) (−1)m−n
a2n+2
(
n+m− 1
m− n
)(
A2nγ
m−n
1 +B2nγ
m−n
2
)
= 0 (4.105)
gm(b) =
2
b2
(−1)m (Aγs1 +Bγm2 ) + 2m (2m− 1) b2m−2
[
C2m
(
γ2m1 + 1
)
+D2m
(
γ2m2 + 1
)]
−
m∑
n=1
2m (2n+ 1) (−1)m−n
b2n+2
(
n+m− 1
m− n
)(
A2nγ
m−n
1 +B2nγ
m−n
2
)
= 0 (4.106)
ne sont pas compatibles et le syste`me d’e´quations ne peut pas eˆtre re´solu. D’autre part,
on constate que 2 inconnues A2m et B2m n’apparaissent qu’aux 4 dernie`res e´quations et
n’interviennent pas aux 4m − 2 premie`res e´quations. Quand on re´duit les 4 dernie`res
e´quations de (4.103) a` (4.106) en prenant la diffe´rence entre (4.103) et (4.105) et entre
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(4.104) et (4.105) on obtient 2 e´quations :
fm(a)− gm(a) = 4m− 2
a2
(−1)m (Aγm1 +Bγm2 )
− 4m (2m− 1) a2m−2 [C2m (γ2m1 + 1)+D2m (γ2m2 + 1)]
−
m−1∑
n=1
[
4m2 + 2n− 2m (2n+ 1)] (−1)m−n
a2n+2
(
n+m− 1
m− n
)(
A2nγ
m−n
1 +B2nγ
m−n
2
)
= 0(4.107)
fm(a)− gm(a) = 4m− 2
b2
(−1)m (Aγm1 +Bγm2 )
− 4m (2m− 1) b2m−2 [C2m (γ2m1 + 1)+D2m (γ2m2 + 1)]
−
m−1∑
n=1
[
4m2 + 2n− 2m (2n+ 1)] (−1)m−n
b2n+2
(
n+m− 1
m− n
)(
A2nγ
m−n
1 +B2nγ
m−n
2
)
= 0(4.108)
dans lesquelles les inconnuesA2m etB2m disparaissent et on arrive a` un syste`me d’e´quations
avec 4m inconnues et 4m e´quations :six premie`res e´quations correspondant aux termes
inde´pendant de θ et les termes non-nuls de 2θ :
f0(a) =
∆px+∆py
2
f0(b) =
∆qx+∆qy
2
f1(a) =
∆px−∆py
2
f1(b) =
∆qx−∆qy
2
g1(a) =
∆py−∆px
2
g1(b) =
∆qy−∆qx
2
(4.109)
4(m− 2) e´quations pour 2 ≤ s ≤ m− 1 :
fs(a) = 0
fs(b) = 0
gs(a) = 0
gs(b) = 0
et 2 dernie`res e´quations : {
fm(a)− gm(a) = 0
fs(b)− gm(b) = 0 (4.110)
soit sous forme matricielle :
[Y ] [A] = [Y ]

A
B
A2
B2
C2
D2
. . .
A2(m−1)
B2(m−1)
C2(m−1)
D2(m−1)
C2m
D2m

=

∆px+∆py
2
∆qx+∆qy
2
∆px−∆py
2
∆qx−∆qy
2
∆py−∆px
2
∆qy−∆qx
2
0
. . .
0

(4.111)
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ou` le vecteur [A] est de´fini plus tard dans la section 4.4, page 146, comme vecteur des
coefficients de l’anneau.
Le de´terminant non nul de la matrice [Y ] permet de de´terminer le vecteur des 4m
inconnues.
En l’absence des inconnues A2m et B2m, les se´ries tronque´es de contraintes ne se
de´veloppent qu’a` m − 1 termes et les parties correspondant aux termes cos(2m + 1)θ
et sin(2m + 1)θ dans (4.80), (4.81), (4.82) et (4.83) sont ne´glige´es. Les contraintes et les
de´placements s’e´crivent donc de la fac¸on suivante :
Contraintes
∆σr = f0(r) +
m−1∑
s=1
fs(r) cos 2sθ (4.112)
∆τrθ =
m−1∑
s=1
gs(r) sin 2sθ (4.113)
∆σθ = h0(r) +
m−1∑
s=1
hs(r) cos 2sθ (4.114)
ou` fs, gs et hs sont donne´es par les e´quations de (4.69) a` (4.73)
De´placements {
u = (δ1 + ρ1)< [Ω′ (z1)] + (δ2 + ρ2)< [ω′ (z2)]
v = (δ1 − ρ1)= [Ω′ (z1)] + (δ2 − ρ2)= [ω′ (z2)]
avec :
< [Ω′ (z1)] = F1(r) cos θ +
m∑
s=2
Fs(r) cos(2s− 1)θ (4.115)
< [ω′ (z2)] = G1(r) cos θ +
m∑
s=2
Gs(r) cos(2s− 1)θ (4.116)
= [Ω′ (z1)] = H1(r) sin θ +
m∑
s=2
Hs(r) sin(2s− 1)θ (4.117)
= [ω′ (z2)] = K1(r) sin θ +
m∑
s=2
Ks(r) sin(2s− 1)θ (4.118)
ou` Fs, Gs, Hs et Ks sont donne´es par les e´quation de (4.84) a` (4.95)
4.3.3 Validation partielle de la solution
La solution en se´rie tronque´e d’un anneau isotrope transverse e´lastique line´aire peut
eˆtre valide´e en conside´rant un anneau tre`s e´pais, c’est-a`-dire avec un rayon exte´rieur
suffisamment grand, pour qu’on puisse le conside´rer comme une cavite´ circulaire dans un
milieu infini. La comparaison des contraintes et des de´placements donne´es par la solution
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pour un milieu infini et celle pour un anneau peut valider partiellement notre dernie`re
solution pour l’anneau.
On conside`re un anneau de rayon inte´rieur a = 5 m et de rayon exte´rieur b = 100 m
avec les parame`tres me´caniques donne´s au TAB. 4.4 et les e´tats de contraintes donne´s au
TAB. 4.5, les jeux 1 et 2 correspondant a` des chargements isotropes, les jeux 3 et 4 a` des
chargements anisotropes.
Jeu Eh (MPa) Ev (MPa) Ghv (MPa) νh νhv
A 20000 5000 4000 0.12 0.2
B 2000 800 500 0.12 0.2
Tab 4.4: Parame`tres me´caniques de l’anneau
Jeu σ0x σ
0
x px py qx qy
1 5 5 0 0 5 5
2 10 10 0 0 10 10
3 7 5 2 1 7 5
4 12 10 5 2 12 10
Tab 4.5: Jeux de l’e´tat de contrainte applique´
On applique tout d’abord les jeux 1 et 3 de l’e´tat de contrainte au jeu A des parame`tres
me´caniques. Les FIG. 4.7 et FIG. 4.8 pre´sentent la comparaison de la contrainte orthora-
diale et du de´placement radial entre la solution de l’anneau du milieu infini et la solution
en se´rie tronque´e avec diffe´rents nombres de termes, dans le cas isotrope (jeu A-1).
Les FIG. 4.9 et FIG. 4.10 pre´sentent les meˆmes re´sultats dans le cas anisotrope (jeu
3).
L’estimation nume´rique de l’erreur entre les deux solutions propose´es est pre´sente´e
dans les tableaux 4.6 et 4.7
σr σθ ur uθ
Max Min Max Min Max Min Max Min
r=5 - - 1,34 0,05 6,35 0,04 11,41 0,15
r=6 0,95 0,05 0,48 0,02 5,11 0,02 10,12 0,77
r=7 0,68 0,01 0,42 0,08 4,13 0,08 8,95 0,07
r=8 0,42 0,11 0,34 0,18 3,39 0,02 8,53 0,16
r=10 0,53 0,03 0,27 0,21 2,3 0,04 8,81 0,35
r=15 0,6 0,03 0,27 0,23 1,64 0,01 7,16 0,31
r=20 0,5 0,07 0,26 0,24 2,87 1,3 5,02 0,12
r=50 0,3 0,17 0,27 0,24 21,26 16,59 22,76 15,33
Tab 4.6: Estimation de l’erreur du calcul en se´rie tronque´e de l’anneau e´lastique anisotrope
– Cas l’e´tat de contrainte isotrope – Jeu A-
Le calcul de la contrainte orthoradiale dans le cas de la contrainte initiale isotrope
dans un anneau e´lastique anisotrope (avec l’e´tat de contrainte isotrope et anisotrope) par
l’utilisation de la se´rie tronque´e a` m=3 termes (terme en puissance ne´gative et positive)
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Figure 4.7: Comparaison des solutions propose´e, pour un massif et pour un anneau avec
m termes : contrainte orthoradiale en paroi (e´tat de contrainte isotrope)
pre´sente une incohe´rence a` 90˚ (a` r=6m) et a` 0˚ (a` r=7m) par rapport a` la solution d’un
milieu infini. Les autres solutions avec m=4 et 5 termes pre´sentent une cohe´rence parfaite
(avec une erreur de moins de 1 %) avec celle du milieu infini. Dans le cas ou` on applique
un e´tat de contrainte initiale anisotrope, les re´sultats sont meilleurs, meˆme avec seulement
3 termes dans la se´rie tronque´e.
σr σθ ur
Max Min Max Min Max Min
r=5 - - 11,57 0,03 30,71 3,78
r=6 4,51 0,01 2,05 0,01 36,8 4,73
r=7 2,33 0,03 1,08 0,01 36,72 5,05
r=8 1,07 0 0,72 0 43,74 5,38
r=10 1,77 0 0,38 0 59,75 5,73
r=15 2,2 0,01 0,35 0 31,25 5,06
r=20 1,84 0,01 0,3 0,02 21,76 3,38
r=50 0,51 0,06 0,33 0,19 43,38 2,58
Tab 4.7: Estimation de l’erreur du calcul en se´rie tronque´e de l’anneau e´lastique anisotrope
- Cas l’e´tat de contrainte anisotrope
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Figure 4.8: Validation de la me´thode de calcul - L’e´tat de contrainte isotrope -
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Figure 4.9: Validation de la me´thode de calcul - L’e´tat de contrainte anisotrope -
Contrainte orthoradiale
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Figure 4.10: Validation de la me´thode de calcul - L’e´tat de contrainte anisotrope -
De´placement radial
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Figure 4.11: Comparaison de la contrainte orthoradiale donne´e par la solution du milieu
infini et la solution en se´rie tronque´e de l’anneau avec diffe´rents nombre de termes–Jeu
B-2
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4.4 Mise en œuvre de la me´thode des matrices de
transfert
4.4.1 Me´thode des matrices de transfert
Dans la section 2.4 on a pre´sente´ quelque solutions analytiques de´ja` de´veloppe´es pour
le calcul des champs de contraintes et de de´placements a` la paroi du tunnel. Une solution
originale a e´te´ de´veloppe´e dans le pre´sent travail en se basant sur la the´orie de la variable
complexe qui permet de de´crire les champs de contraintes et de de´placements non seule-
ment a` la paroi du tunnel mais aussi a` l’inte´rieur du massif. Cette solution est toutefois
e´lastique line´aire.
Un mode`le line´aire e´lastique n’est bien e´videmment pas en mesure de reproduire l’ordre
de grandeur des convergences ni l’apparition d’une zone fortement de´comprime´e pre`s de la
paroi observe´s sur la descenderie de Saint-Martin-la-Porte. Pour approcher de manie`re sim-
plifie´e ces phe´nome`nes, tout en focalisant l’approche sur la prise en compte de l’anisotropie
des de´formations observe´es, on de´veloppe ici un calcul anisotrope e´lastique non–line´aire.
Celui-ci est base´ sur la solution propose´e a` la section 4.3 pour un anneau anisotrope en
adoptant le cadre de´fini par la me´thode des matrices de transfert qui permet de tenir
compte d’une non–line´arite´ des proprie´te´s me´caniques pre`s de la paroi excave´e.
Principe de la me´thode de la matrice de transfert
La me´thode des matrices de transfert est une me´thode semi-analytique de´veloppe´e
initialement pour le calcul des structures. Elle a e´te´ adapte´e au calcul des tunnels par
Sulem [59] selon le principe suivant. Le milieu autour du tunnel est discre´tise´ en N an-
neaux concentriques dont l’e´paisseur est assez petite pour que l’on puisse conside´rer les
parame`tres me´caniques constants dans chacun d’eux. Chaque anneau d’indice i est ca-
racte´rise´ par son rayon inte´rieur ri−1 et exte´rieur ri.
Discre´tisation spatiale : A proximite´ de la paroi, les champs de contraintes et de
de´placements sont tre`s perturbe´s tandis qu’ils sont plus re´guliers dans le massif. Le milieu
est donc discre´tise´ en N anneaux d’e´paisseur de´croissante vers la paroi formant une suite
ge´ome´trique.
Pour l’anneau d’indice i limite´ par son rayon inte´rieur ri−1 et son rayon exte´rieur ri,
on choisit :
ri = R0 + (RN −R0) cr
i − 1
crN − 1 (4.119)
avec :
– R0 : rayon de la cavite´ circulaire ;
– RN : rayon exte´rieur de l’anneau N ;
– cr ≥ 1 : taux de discre´tisation (cr = 1 correspond a` une discre´tisation re´gulie`re).
Les contraintes et les de´formations sont donne´es par la relation constitutive :
σij = Cijklεkl (4.120)
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Figure 4.12: Discre´tisation spatiale du milieu
La solution non–line´aire utilisant la me´thode des matrices de transfert est base´e sur la
solution de l’anneau dans laquelle les contraintes radiale, tangentielle et les de´placements
radial et orthoradial d’un point dans l’anneau i au rayon rj (ri−1 ≤ rj ≤ ri) sont donne´s
par l’expression matricielle :
[Xi,j] =

ui,jr
ui,jθ
σi,jr
τ i,jrθ
 = [Zi,j] [Ai] (4.121)
ou` :
– [Xi,j] est le vecteur des de´placement (ur, uθ) et des contraintes (σr, τrθ) de l’anneau
i au rayon rj ;
– [Ai] est le vecteur des coefficients de l’anneau i (que l’on a de´fini a` l’e´quation 4.111)
– [Zi,j] est la matrice des parame`tres du terrain de l’anneau i au rayon rj.
En conside´rant 2 anneaux conse´cutifs i et i+1, la condition de continuite´ a` l’interface (r =
ri) s’e´crit pour les contraintes radiale, tangentielle et les de´placements radial, orthoradial :
ui,ir
ui,iθ
σi,ir
τ i,irθ
 =

ui+1,ir
ui+1,iθ
σi+1,ir
τ i+1,irθ
 (4.122)
qui permet d’e´tablir une relation matricielle entre les parame`tres me´caniques et les coef-
ficients pour le calcul des contraintes et des de´placements des anneaux i et i+ 1 :
[Zi,i] [Ai] = [Zi+1,i] [Ai+1] (4.123)
d’ou` :
[Ai+1] = [Zi+1,i]
−1 [Zi,i] [Ai] = [Zi+1] [Ai] (4.124)
Cette de´marche applique´e successivement pour les N anneaux conduit a` e´tablir une rela-
tion entre les coefficients du premier anneau et du dernier anneau.
[AN ] = [Z] [A1] (4.125)
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avec :
[ZN ] = [ZN−1] [ZN−2] ... [Z2] (4.126)
Les coefficients des anneaux sont de´termine´s en appliquant les conditions aux limites
suivantes :
– a` la paroi inte´rieur de l’anneau 1 (r = R0), on impose un incre´ment de chargement
(ou de´chargement) : ∆σr et ∆τrθ ;
– a` la paroi exte´rieur de l’anneau N (r = RN), on impose un de´placement nul : ur =
uθ = 0.
Introduction de la solution en se´rie tronque´e de l’anneau dans la me´thode des
matrices de transfert
La solution en se´rie tronque´e de l’anneau est introduite de fac¸on ge´ne´rale avec un
certain nombre de termes m dans la me´thode des matrices de transfert. Une repre´sentation
explicite correspondant a` m = 3 termes est pre´sente´e dans l’annexe E.
E´tablissement des e´quations fondamentales Les contraintes et les de´placements
au point M (rj, θ) appartenant a` l’anneau d’indice i (ri−1 ≤ rj ≤ ri) sont donne´s par les
e´quations (4.112), (4.113), (4.114), (4.38) et (4.39) ou` les parties re´elles et imaginaires
sont donne´es par les e´quations (4.115), (4.116), (4.117) et (4.118).
Si on appelle Eh,i, Ev,i, Ghv,i, νh,i et νvh,i les parame`tres me´caniques du terrain de l’an-
neau d’indice i et Ai, Bi, Aij, B
i
j, C
i
j, D
i
j, γi,1, γi,2, δi,1, δi,2, ρi,1 et ρi,2 les coefficients
de l’anneau i, l’e´criture ()i,j correspond a` une quantite´ (contrainte, de´placement . . . ) au
point M(rj, θ) (ri−1 ≤ rj ≤ ri) dans l’anneau i.
Les contraintes s’e´crivent alors formellement :
(∆σr)i,j = (f0)i,j +
∑m−1
s=1 (fs)i,j cos 2sθ
(∆τrθ)i,j =
∑m−1
s=1 (gs)i,j sin 2sθ
(∆σθ)i,j = (h0)i,j +
∑m−1
s=1 (hs)i,j cos 2sθ
(4.127)
avec :
(f0)i,j =
(
Ai +Bi
) 1
r2j
+
m∑
n=1
2nr2n−2j
(
2n
n
)(
Ci2nγ
n
i,1 +D
i
2nγ
n
i,2
)
(4.128)
(fs)i,j =
4s
r2J
(−1)s (Aiγsi,1 +Biγsi,2)− s∑
n=1
(
4s2 + 2n
)
(−1)s−n
r2n+2j
(
n+ s− 1
s− n
)(
Ai2nγ
s−n
i,1 +B
i
2nγ
s−n
i,2
)
−
m∑
n=s
(
4s2 − 2n) r2n−2j ( 2nn− s
)[
Ci2n
(
γn+si,1 + γ
n−s
i,1
)
+Di2n
(
γn+si,2 + γ
n−s
i,2
)]
(4.129)
(gs)i,j =
2s
r2J
(−1)s (Aiγsi,1 +Biγsi,2)
−
s∑
n=1
2s (2n+ 1) (−1)s−n
r2n+2j
(
n+ s− 1
s− n
)(
Ai2nγ
s−n
i,1 +B
i
2nγ
s−n
i,2
)
+
m∑
n=s
2s (2n− 1) r2n−2j
(
2n
n− s
)[
Ci2n
(
γn+si,1 + γ
n−s
i,1
)
+Di2n
(
γn+si,2 + γ
n−s
i,2
)]
(4.130)
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(h0)i,j = −
(
Ai +Bi
) 1
r2j
+
m∑
n=1
2n (2n− 1) r2n−2j
(
2n
n
)(
Ci2nγ
n
i,1 +D
i
2nγ
n
i,2
)
(4.131)
(hs)i,j =
s∑
n=1
2n (2n+ 1) (−1)s−n
r2n+2j
(
n+ s− 1
s− n
)(
Ai2nγ
s−n
i,1 +B
i
2nγ
s−n
i,2
)
+
m∑
n=s
2n (2n− 1) r2n−2j
(
2n
n− s
)[
Ci2n
(
γn+si,1 + γ
n−s
i,1
)
+Di2n
(
γn+si,2 + γ
n−s
i,2
)]
(4.132)
Les de´placements s’e´crivent formellements :
(u)i,j =
∑m
s=1 (us)i,j cos (2s− 1) θ
(v)i,j =
∑m
s=1 (vs)i,j sin (2s− 1) θ
(4.133)
avec :
(us)i,j =
(
δi1 + ρ
i
1
)
(Fs)i,j +
(
δi2 + ρ
i
2
)
(Gs)i,j (4.134)
(vs)i,j =
(
δi1 − ρi1
)
(Hs)i,j +
(
δi2 − ρi2
)
(Ks)i,j (4.135)
et :
(F1)i,j =
Ai
2
(1 + γi,1)
rj
+
m∑
n=1
nCi2n (1 + γi,1) r
2n−1
j
(
2n− 1
n− 1
)(
γn−1i,1 + γ
n
i,1
)
(4.136)
(Fs)i,j =
Ai
2
(1 + γi,1)
rj
γs−1i,1 (−1)s−1 cos (2s− 1) θ
−
s−1∑
n=1
nAi2n (1 + γi,1)
r2n+1j
(
n+ s− 1
s− n− 1
)
γs−n−1i,1 (−1)s−n−1
+
m∑
n=s
nCi2n (1 + γi,1) r
2n−1
j
(
2n− 1
n− s
)(
γn−si,1 + γ
n+s−1
i,1
)
(4.137)
(G1)i,j =
Bi
2
(1 + γi,2)
rj
+
m∑
n=1
nDi2n (1 + γi,2) r
2n−1
j
(
2n− 1
n− 1
)(
γn−1i,2 + γ
n
i,2
)
(4.138)
(Gs)i,j =
Bi
2
(1 + γi,2)
rj
γs−1i,2 (−1)s−1 cos (2s− 1) θ
−
s−1∑
n=1
nBi2n (1 + γi,2)
r2n+1j
(
n+ s− 1
s− n− 1
)
γs−n−1i,2 (−1)s−n−1
+
m∑
n=s
nDi2n (1 + γi,2) r
2n−1
j
(
2n− 1
n− s
)(
γn−si,2 + γ
n+s−1
i,2
)
(4.139)
(H1)i,j = −
Ai
2
(1 + γi,1)
rj
+
m∑
n=1
nCi2n (1 + γi,1) r
2n−1
j
(
2n− 1
n− 1
)(
γn−1i,1 − γni,1
)
(4.140)
(Hs)i,j = −
Ai
2
(1 + γi,1)
rj
γs−1i,1 (−1)s−1 sin (2s− 1) θ
−
s−1∑
n=1
nAi2n (1 + γi,1)
r2n+1j
(
n+ s− 1
s− n− 1
)
γs−n−1i,1 (−1)s−n−1 sin (2s− 1) θ
+
m∑
n=s
nCi2n (1 + γi,1) r
2n−1
j
(
2n− 1
n− s
)(
γn−si,1 − γn+s−1i,1
)
sin (2s− 1) θ (4.141)
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(K1)i,j = −
Bi
2
(1 + γi,2)
rj
+
m∑
n=1
nDi2n (1 + γi,2) r
2n−1
j
(
2n− 1
n− 1
)(
γn−1i,2 − γni,2
)
(4.142)
(Ks)i,j = −
Bi
2
(1 + γi,2)
rj
γs−1i,2 (−1)s−1 sin (2s− 1) θ
−
s−1∑
n=1
nBi2n (1 + γi,2)
r2n+1j
(
n+ s− 1
s− n− 1
)
γs−n−1i,2 (−1)s−n−1 sin (2s− 1) θ
+
m∑
n=s
nDi2n (1 + γi,2) r
2n−1
j
(
2n− 1
n− s
)(
γn−si,2 − γn+s−1i,2
)
sin (2s− 1) θ (4.143)
Les de´placements en coordonne´es cylindriques selon la loi de transformation s’e´crivent :
(ur)i,j + i (uθ)i,j =
[
(u)i,j + i (v)i,j
]
e−iθ (4.144)
D’ou` :
– de´placement radial
(ur)i,j = (u)i,j cos θ + (v)i,j sin θ
=
m∑
s=1
[
(us)i,j cos θ cos (2s− 1) θ + (vs)i,j sin θ sin (2s− 1) θ
]
=
m∑
s=1
[
(us)i,j + (us)i,j
2
cos 2θ (s− 1) + (us)i,j − (us)i,j
2
cos 2sθ
]
=
(u1)i,j + (v1)i,j
2
+
m−1∑
s=2
[
(us)i,j + (us)i,j
2
+
(us+1)i,j − (us+1)i,j
2
]
cos 2sθ
+
(um)i,j − (vm)i,j
2
cos 2mθ (4.145)
– de´placement orthoradial
(uθ)i,j = − (u)i,j sin θ + (v)i,j cos θ
=
m∑
s=1
[vs cos θ sin (2s− 1) θ − us sin θ cos (2s− 1) θ]
=
m∑
s=1
[
(us)i,j + (us)i,j
2
sin 2θ (s− 1)− (us)i,j − (us)i,j
2
sin 2sθ
]
=
m−1∑
s=1
(
−(us)i,j − (us)i,j
2
+
(us+1)i,j + (us+1)i,j
2
)
sin 2sθ
− (um)i,j − (vm)i,j
2
sin 2mθ (4.146)
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Conditions de continuite´ Les conditions de continuite´ a` l’interface r = ri de l’anneau
i et l’anneau i+ 1 s’e´crivent : 
(∆σr)i,i = (∆σr)i+1,i
(∆τrθ)i,i = (∆τrθ)i+1,i
(ur)i,i = (ur)i+1,i
(uθ)i,i = (uθ)i+1,i
(4.147)
En e´quilibrant les facteurs des termes de meˆme ordre en cos 2sθ et sin 2sθ, la condition
de continuite´ de la contrainte radiale et tangentielle fait intervenir 2m− 1 e´quations :{
(fs)i,i = (fs)i+1,i pour 0 ≤ s ≤ m− 1
(gs)i,i = (gs)i+1,i pour 1 ≤ s ≤ m− 1
(4.148)
et la condition de continuite´ du de´placement fait intervenir 2m e´quations :
{
(us)i,i = (us)i+1,i pour1 ≤ s ≤ m
(vs)i,i = (vs)i+1,i
(4.149)
Ainsi, les conditions de continuite´ e´crites a` l’interface de deux anneaux conse´cutifs
conduisent a` 4m − 1 e´quations avec 4m inconnues correspondant a` la troncature a` m
termes de la se´rie infinie et a` l’e´limination de deux inconnues inde´termine´es A2m et B2m.
Par contre, si l’on prend en compte A2m et B2m dans la se´rie, on obtiendra 4m+3 e´quations
dont 2m + 1 e´quations pour les contraintes et 2m + 2 e´quations pour les de´placements
pour 4m+2 inconnues. Pour re´soudre ce proble`me, on ajoute une e´quation supple´mentaire
pour la condition de continuite´ des contraintes :
(fm)i,i − (gm)i,i = (fm)i+1,i − (gm)i+1,i (4.150)
Cette e´quation n’intervient pas dans le calcul final de contrainte et de de´placement.
Finalement, les conditions de continuite´ se traduisent par 4m e´quations correspondant
a` 4m inconnues, qui peuvent s’e´crire sous la forme matricielle :
– pour les contraintes : [
Zi,i1
]
[A]i =
[
Zi+1,i1
]
[A]i+1 (4.151)
– pour les de´placements [
Zi,i2
]
[A]i =
[
Zi+1,i2
]
[A]i+1 (4.152)
avec :
–
[
Zi,j1
]
,
[
Zi,j2
]
: matrice 2mx4m des parame`tres me´caniques de l’anneau i au rayon rj
respectivement pour les contraintes et les de´placements ;
– [A]i : vecteur 1x4m des coefficients de l’anneau i.
En ge´ne´ral, les conditions de continuite´ s’e´crivent simplement :[
Zi,i
]
[A]i =
[
Zi+1,i
]
[A]i+1 (4.153)
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avec [Zi,j] =
[
Zi,j1
Zi,j2
]
une matrice carre´e 4mx4m, ce qui permet d’e´tablir une relation des
coefficients de l’anneau i et ceux de l’anneau i+ 1 :
[A]i+1 =
[
Zi+1,i
]−1 [
Zi,i
]
[A]i = [Zi+1] [A]i (4.154)
L’application pour N anneaux conduit a` une relation des coefficients de l’anneau N et
ceux de l’anneau 1 :
[A]N = [ZN−1] [ZN−2] . . . [Z2] [A]1 = [Z] [A]1 (4.155)
Conditions aux limites Pour de´terminer les coefficients de l’anneau 1 a` l’anneau N ,
on applique les conditions aux limites a` la paroi inte´rieure de l’anneau 1 (r = R0) et a` la
paroi exte´rieure de l’anneau N (r = RN).
Le milieu est suppose´ soumis initialement a` un chargement anisotrope σ∞ =
(
σ∞x 0
0 σ∞y
)
.
Pour chaque taux de de´confinement repre´sente´ par un e´tat de contrainte σ =
(
px 0
0 py
)
a` la paroi inte´rieure r = R0, les conditions aux limites s’e´crivent alors :
– a` la paroi inte´rieure r = R0 de l’anneau 1 : on impose un incre´ment de de´chargement
∆σ =
(
px − σ∞x 0
0 py − σ∞y
)
, qui s’e´crit :
[
Z1,01
]
[A]1 =

∆px+∆py
2
∆px−∆py
2
0
. . .
∆py−∆px
2
0
. . .
0

(4.156)
– a` la paroi exte´rieure r = RN de l’anneau N , on impose :
– soit un de´placement nul, ce qui s’e´crit :
[
ZN,N2
]
[A]N =

0
0
. . .
0
 (4.157)
En substituant le vecteur des coefficients de l’anneau N par (4.155), la condition
de de´placement nul s’e´crit :
[
ZN,N2
]
[Z] [A]1 =

0
0
. . .
0
 (4.158)
152 Chapitre 4. De´veloppement d’un mode`le anisotrope e´lastique non–line´aire
– soit un incre´ment nul de de´chargement, ce qui s’e´crit :
[
ZN,N1
]
[A]N =

0
0
. . .
0
 (4.159)
ou en fonction des coefficients de l’anneau 1 :
[
ZN,N1
]
[Z] [A]1 =

0
0
. . .
0
 (4.160)
Il faut noter que
[
Zi,j1
]
et
[
Zi,j2
]
sont des matrices de dimension 2mx4m et la matrice
[Z] est une matrice carre´e 4mx4m et les produits matriciels
[
ZN,N1
]
[Z] et
[
ZN,N2
]
[Z] sont
donc de dimension 2mx4m.
Finalement les conditions aux limites peuvent s’e´crire :
[ [
Z1,01
][
ZN,Nk
]
[Z]
]
[A]1 =

∆px+∆py
2
∆px−∆py
2
0
. . .
∆py−∆px
2
0
. . .
0

(4.161)
avec :
– k = 1 pour le cas ou` on impose un incre´ment de de´chargement nul a` la paroi
exte´rieure de l’anneau N ;
– k = 2 pour le cas ou` on impose un de´placement nul a` la paroi exte´rieure de l’anneau
N .
En re´solvant 4m e´quations, les coefficients de l’anneau 1 sont de´termine´s et en utili-
sant (4.154) les coefficients de tous les anneaux peuvent eˆtre de´termine´s graˆce a` (4.154).
Les champs de contraintes et de de´placements sont ensuite de´termine´s facilement par les
e´quations (4.127) et (4.133).
4.4.2 Loi de de´gradation hyperbolique des proprie´te´s me´caniques
du mate´riau
L’avantage essentiel de la me´thode des matrices de transfert est de permettre le calcul
presque instantane´ de nombreuses courbes de convergence pour diverses lois de compor-
tement. En effet, le calcul est base´ sur une e´criture incre´mentale de la relation contrainte-
de´formation.
Les non–line´arite´s peuvent eˆtre prises en compte en adoptant un calcul par incre´ment
de de´chargement du de´confinement en paroi. On suppose ici que les parame`tres me´caniques
du terrain se de´gradent progressivement selon une loi hyperbolique.
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Figure 4.13: Module d’e´lasticite´ tangent et se´cant du comportement non–line´aire
Principe du mode`le
Pour expliquer le mode`le de de´gradation des proprie´te´s me´caniques, on pre´sente dans
la suite une formulation uniaxiale pour un mate´riau isotrope. Conside´rons un e´chantillon
charge´ uniaxialement, la courbe contrainte–de´formation non–line´aire e´tant repre´sente´e par
une loi hyperbolique :
σ =
aε
1 + bε
(4.162)
En petite de´formation, on a σ = E0ε ou` E0 est le module d’Young de la roche intacte.
En grande de´formation, σ tend vers σc ou` σc est la re´sistance en compression simple du
mate´riau.
On obtient ainsi :
a
b
= σc et a = E0
La relation contrainte–de´formation s’e´crit ainsi :
σ =
ε
1
a
+ b
a
ε
=
σcε
ε+ σc
E0
(4.163)
Ce mode`le peut eˆtre formule´ pour une e´lasticite´ non–line´aire ou` les modules se´cant et
tangent ont respectivement pour expression (FIG. 4.13) :
Es =
σ
ε
=
σc
ε+ σc
E0
(4.164)
Et =
dσ
dε
=
E0(
1 + εE0
σc
)2 (4.165)
Pour un mate´riau anisotrope, la loi hyperbolique adopte´e peut eˆtre formule´e de la
fac¸on ge´ne´rale suivante :
X trM ,θ =
X0rM ,θ
[1 + αγ (rM , θ)]
2 (4.166)
avec :
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– M (rM , θ) : un point de rayon rM dans la direction θ ;
– X trM ,θ : parame`tre me´canique tangent du terrain (module d’e´lasticite´, module de
cisaillement . . . ) dans la direction θ, s’obtient en ge´ne´ralisant la formule (4.165) ;
– X0rM ,θ : parame`tre me´canique initial du terrain dans la direction θ ;
– α : coefficient de de´gradation, de´pendant de la re´sistance en compression simple du
terrain ;
– γ (rM , θ) =
√
2eMij e
M
ij avec e : de´viateur de de´formation correspondant au champ de
de´formation au pont M (rM , θ) εM =
(
εMx ε
M
xy
εMxy ε
M
y
)
;
– 1 + αγ (rM , θ) est appele´ taux de de´gradation, qui de´pend du de´viateur de de´formation
et par conse´quent de´pend de la direction θ et du rayon rM .
L’expression (4.166) pre´sente une loi de de´gradation applicable pour un comportement
anisotrope. Pour le cas du comportement isotrope transverse ou` 5 parame`tres me´caniques
suffisent pour exprimer le comportement, le module d’e´lasticite´ dans la direction θ est
donne´ par (cf. Lekhnitskii [43]) :
1
Etθ
=
cos4 θ
Eth
(
1
Gthv
− 2νhv
Eth
)
sin2 θ cos2 θ +
sin4 θ
Etv
(4.167)
Pour une cavite´, le champ de de´formation n’est pas homoge`ne par rapport au rayon
r et a` la direction θ. Si on applique la loi de de´gradation (4.166), le module d’e´lasticite´
de´grade´ de´pendra de r, de θ et la loi de transformation (4.167) ne sera plus respecte´e car
les modules d’e´lasticite´ en direction paralle`le, normale aux discontinuite´s et θ se de´gradent
selon des taux de de´gradation diffe´rents. Par conse´quent, le caracte`re isotrope transverse
sur lequel on se base pour de´velopper la solution n’est plus respecte´. C’est la raison pour
laquelle les hypothe`ses suivantes sont propose´es :
– les parame`tres me´caniques du terrain dans toutes les directions se de´gradent selon
un meˆme taux de de´gradation pour que le comportement du terrain reste isotrope
transverse ;
– le taux de de´gradation repre´sentatif d’un anneau est pris au point nodal
(
ri+ri+1
2
, θ˜
)
ou` θ˜ est la direction la plus de´favorable du terrain stratifie´ (direction dans laquelle
la re´sistance en compression simple est minimale).
De´termination de la direction la plus de´favorable
Dans le cas d’un milieu isotrope transverse (FIG. 4.14), la re´sistance en compression
simple dans la direction θ faisant un angle β(β = pi
2
− θ) avec la normale au plan de
discontinuite´ est donne´e par :
σc =
2Cw
(1− µw cot β) sin 2β (4.168)
ou` :
– Cw est la cohe´sion du plan de discontinuite´ ;
– µw = tanϕ est le coefficient de frottement du plan de discontinuite´.
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Figure 4.14: De´termination de la direction la plus de´favorable
Lorsque l’e´chantillon est sollicite´ dans les directions paralle`les et normales aux plans de
discontinuite´, la re´sistance correspond a` la re´sistance en compression simple de la matrice
rocheux intacte (4.15).
La re´sistance en compression simple de l’e´chantillon ou bien la re´sistance au glissement
sur le plan de discontinuite´ varie avec l’orientation de la contrainte uniaxiale (FIG. 4.15).
On appelle β˜ la direction pour laquelle σc est minimale :
β˜ =
ϕ
2
+
pi
4
(4.169)
La re´sistance en compression minimale σ˜c correspondant a` la direction β˜ est donc :
σ˜c =
2Cw(
1− µw cot β˜
)
sin 2β˜
(4.170)
et la direction la plus de´favorable :
θ˜ =
pi
2
− β˜ = pi
4
− ϕ
2
(4.171)
De´termination du coefficient de de´gradation
Les 5 parame`tres repre´sentant le comportement isotrope transverse sont Eh, Ev, Gvh,
νh et νhv (l’indice h et v correspondent respectivement a` la direction paralle`le et normale
au plan de discontinuite´). Le tenseur de contrainte sur le plan de contrainte principale
σ =
(
σ1 0
0 0
)
peut s’e´crire sur le plan (xOy) dont les axes Ox et Oy sont respectivement
paralle`le et perpendiculaire au plan de discontinuite´ en appliquant une rotation d’angle
−
(
pi
2
− β˜
)
: {
σx + σy = σ1
σy − σx + 2iτxy = σ1e−2i(pi2−β˜)
(4.172)
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Figure 4.15: Variation de la re´sistance en compression simple
soit : 
σx =
σ1
2
(
1 + cos 2β˜
)
σy =
σ1
2
(
1− cos 2β˜
)
τxy = −σ12 sin 2β˜
(4.173)
A l’e´tat d’e´quilibre, la loi de comportement e´lastique incre´mentale s’e´crit :
dεx = S11dσx + S12dσy
dεy = S12dσx + S22dσy
2dεxy = S33dτxy
(4.174)
avec Sij : les termes correspondant a` la souplesse de´grade´e du mate´riau.
S11 =
1−ν2h
Eh
= (1 + αγ˜)2
1−ν2h
E0h
= (1 + αγ˜)2 S011
S12 = −νvh(1+νh)Ev = − (1 + αγ˜)
νvh(1+νh)
E0v = (1 + αγ˜)S12
0
S22 =
1−νhvνvh
Ev
= (1 + αγ˜)2 1−νhvνvh
E0v
= (1 + αγ˜)2 S022
S33 =
1
Gvh
= (1 + αγ˜)2 1
G0vh
= (1 + αγ˜)2 S033
(4.175)
Alors : 
dεx = S11
dσ1
2
(
1 + cos 2β˜
)
+ S12
dσ1
2
(
1− cos 2β˜
)
dεy = S12
dσ1
2
(
1 + cos 2β˜
)
+ S22
dσ1
2
(
1− cos 2β˜
)
dεxy = −S33 dσ14 sin 2β˜
(4.176)
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et :
dγ˜ =
√
2deijdeij =
√
4
(
dεx − dεy
2
)2
+ 4dε2xy = 2
√(
dεx − dεy
2
)2
+ dε2xy
=
dσ1
2
(1 + αγ˜)2
√[
S011
(
1 + cos 2β˜
)
− 2S012 cos 2β˜ − S022
(
1− cos 2β˜
)]2
+
(
S033 sin 2β˜
)2
=
dσ1
2
(1 + αγ˜)2 S˜
(4.177)
ce qui peut s’e´crire :
dγ˜
(1 + αγ˜)2
=
dσ1
2
S˜ (4.178)
L’inte´gration de cette e´quation donne :
γ˜
(1 + αγ˜)
=
σ1
2
S˜ (4.179)
D’ou` :
γ˜ =
σ1
2
S˜
1
1− σ˜1
2
αS˜
(4.180)
Quand on augmente σ1 vers σ˜c, on atteint peu a` peu l’e´tat de rupture de l’e´chantillon.
Les de´formations augmentent et a` σ1 = σ˜c l’e´chantillon atteint la rupture et l’invariant
du de´viateur de de´formation γ˜ tend vers l’infini, c’est-a`-dire
(
1− σ˜c
2
αS˜
)
→ 0, d’ou` :
α =
2
σ˜cS˜
(4.181)
La loi de de´gradation s’e´crit finalement :
Sij = (1 + αγ˜)
2 S0ij (4.182)
avec
α =
2
σ˜cS˜
(4.183)
S˜ =
√[
S011
(
1 + cos 2β˜
)
− 2S012 cos 2β˜ − S022
(
1− cos 2β˜
)]2
+
(
S033 sin 2β˜
)2
(4.184)
4.5 E´tude parame´trique
4.5.1 Configuration ge´ome´trique et discre´tisation
Tous les calculs dans la suite sont re´alise´s avec la meˆme configuration etla meˆme
discre´tisation : Ri = 5, 5 m, Re = 100 m et le milieu est discre´tise´ en N = 10 anneaux
concentriques avec le taux de discre´tisation cr = 1, 4 (cf e´quation (4.119)).
En ce qui concerne le calcul incre´mental, une division re´gulie`re du de´chargement peut
conduire a` une de´formation tre`s importante aux derniers incre´ment de de´chargement
(FIG. 4.16a). C’est la raison pour laquelle on adopte une division progressive pour le calcul
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Figure 4.16: Incre´mentation du taux de de´chargement : (a) progression line´aire (b) pro-
gression ge´ome´trique
incre´mental (FIG. 4.16b). On utilise ainsi une se´rie ge´ome´trique pour les incre´ments de
calcul :
∆σ1,∆σ2,∆σ3, . . . ,∆σn
tels que :
∆σi+1 = q∆σi
et :
n∑
i=1
∆σi = σ0
ou` q est la raison de la suite ge´ome´trique, soit :
∆σi = q
i−1∆σ1 = qi−1σ0
1− qn
1− q
4.5.2 Plage des parame`tres e´tudie´s
Le mode`le de calcul base´ sur le me´thode des matrices de transfert (cf section 4.4) est
applioque´ en introduissant la loi de de´gradation pre´sente´e dans la section 4.4.2 dans la
solution de chaque anneau individuel (cf section 4.3). L’e´volution en terme d’anisotropie
de de´formation βd =
uhr
uvr
(uhr et u
v
r correspondent respectivement au de´placement a` 0˚ et a`
90˚ par rapport a` l’axe Ox paralle`le au plan de discontinuite´).
Le mode`le distingue trois diffe´rentes cate´gories de parame`tres :
– 5 parame`tres me´caniques e´lastiques du milieu isotrope transverse ;
– 2 parame`tres me´caniques de re´sistance sur le plan de discontinuite´ ;
– 2 parame`tres de contraintes principales.
On cherche a` caracte´riser l’influence de chacune de ces cate´gories.
Le comportement e´lastique line´aire isotrope transverse du terrain est de´crit par cinq
parame`tres me´caniques (Eh, Ev, Gvh, νh et νhv). Afin de re´duire autant que possible le
nombre des parame`tres inde´pendants, on utilise l’approximation de Saint-Venant telle que
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le module de cisaillement dans le plan anisotrope est fonction du module d’Young Eh, Ev
et du coefficient de Poisson νhv :
Gvh =
EhEv
Eh + Ev (1 + 2νhv)
(4.185)
Par ailleurs, en raison de leur faible influence sur l’anisotropie de de´formation, les
coefficients de Poisson νh et νhv sont suppose´s constants. Ces hypothe`ses permettent de
caracte´riser le milieu e´lastique isotrope transverse par seulement 2 parame`tres Eh et Ev.
On de´finit ainsi l’anisotropie des parame`tres e´lastiques βE =
Eh
Ev
. Le TAB. 4.8 re´capitule
les jeux des parame`tres me´caniques e´lastiques retenus.
Jeux
Eh Ev βE νh νhv(MPa) (MPa) (MPa)
A 2000 500 4 0,12 0,2
B 2000 800 2,5 0,12 0,2
D6 2000 1200 1,67 0,12 0,2
Tab 4.8: Jeux des parame`tres me´caniques du terrain
La prise en compte de la non-line´arite´ en adoptant une loi hyperbolique pour les
proprie´te´s me´caniques du terrain repose sur deux parame`tres (Cw et ϕ) de re´sistance sur
les plans de discontinuite´. On conside`re deux types de terrain extreˆmes dont les proprie´te´s
de re´sistance sur les plans de discontinuite´ correspondent a` :
– des joints de faible re´sistance : (Cw = 0, 2MPa;ϕ = 20˚ ) ;
– des joints de re´sistance e´leve´e : (Cw = 1, 5MPa;ϕ = 28˚ ).
L’e´tat de contraintes anisotrope est caracte´rise´ par 2 parame`tres de contraintes princi-
pales dont les directions sont conformes aux directions d’anisotropie du terrain (τxy = 0).
On de´finit alors βs =
σy
σx
l’anisotropie de l’e´tat de contrainte. Le TAB. 4.9 re´capitule les
jeux de l’e´tat des contraintes retenus.
4.5.3 Anisotropie de contrainte
L’e´tat de contrainte est un facteur qui affecte directement l’amplitude et l’anisotropie
de de´formation βd.
Sur la FIG. 4.17 on pre´sente l’e´volution de l’anisotropie de de´formation βd en fonction
de la contrainte initiale σx pour le jeu B des parame`tres e´lastiques (βE = 2, 5) et pour
trois cas de chargement : isotrope (βσ = 1 jeu 1), peu anisotrope (βσ = 1, 2 jeu 1i) et tre`s
anisotrope (βs = 1, 5 jeu 1l) tels que σx = 10 MPa. Cette e´tude a e´te´ faite pour les deux
cas extreˆmes de re´sistance sur les plans de discontinuite´.
Pour les deux types de terrain, sous les chargements isotrope (βs = 1) ou peu ani-
sotrope (βs = 1, 2), l’anisotropie de de´formation βd est relativement constante (avec une
variation infe´rieure a` 10 %). Sous le chargement plus anisotrope (βs = 1, 5), l’anisotro-
pie de de´formation βd diminue avec l’augmentation de σx et tend a` se stabiliser a` partir
σx = 7 MPa pour le cas des joints argileux (FIG. 4.17a). Pour le cas des joints gre´seux
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Jeu σx τxy σy βs
1 10 0 10 1
1i 10 0 12 1,2
1l 10 0 15 1,5
3d 8 0 8 1
Tab 4.9: Jeux de l’e´tat de contrainte
Figure 4.17: Variation de βd en fonction de σx
(FIG. 4.17b), sous le chargement anisotrope (βs = 1, 5), on constate une diminution de
16 % quand on augmente σx de 1 a` 15 MPa.
Ainsi, la FIG. 4.18 montre l’e´volution non-line´aire de l’anisotropie de de´formation βd
en fonction de l’anisotropie de contrainte. La non-line´arite´ est d’autant plus importante
que l’anisotropie e´lastique βE est marque´e.
4.5.4 Parame`tres de re´sistance
La cohe´sion Cw et l’angle de frottement interne ϕ caracte´risent le comportement des
joints et interviennent dans la mode´lisation par l’interme´diaire de la loi de de´gradation.
La cohe´sion Cw
La FIG. 4.19a repre´sente une exemple de l’e´volution des convergences a` 0˚ et a` 90˚ corres-
pondant au jeu B − 3d (jeu B des parame`tres me´caniques du terrain et jeu 3d de l’e´tat
de contrainte) et a` l’angle de frottement constant ϕ = 20˚ quand la cohe´sion diminue de
2 MPa a` 0,1 MPa. A forte valeur de la cohe´sion (de 2 MPa a` 1 MPa), le de´placement
augmente de moins de 6% pour une diminution de 0,1 MPa de la cohe´sion (FIG. 4.19b).
Quand la cohe´sion se de´grade au dela` de 0,4 MPa, le de´placement e´volue beaucoup plus
rapidement, de 6% pour chaque pas de 0,02 MPa de de´gradation de la cohe´sion et peut
atteindre 30% a` la fin (ou` la cohe´sion se de´grade a` la valeur de 0,1 MPa (FIG. 4.19c)).
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Figure 4.18: E´volution de βd en fonction de βs pour diffe´rentes valeurs de βE
Quant a` l’anisotropie de de´formation βd, elle varie tre`s peu par une de´gradation de la
cohe´sion de 2 MPa a` 0,4 MPa. Au dela` de 0,4 MPa, l’anisotropie de de´formation augmente
plus rapidement et atteint 10% pour Cw = 0, 1MPa (FIG. 4.20)
L’angle de frottement ϕ
L’e´tude de l’influence de l’angle de frottement est re´alise´e avec le jeu B des parame`tres
et le jeu 3d de l’e´tat de contrainte en conside´rant plusieurs valeurs diffe´rentes de la cohe´sion
Cw. L’angle de frottement varie d’une valeur repre´sentative pour les joints gre´seux (ϕ =
28˚ ) a` une valeur repre´sentative des joints argileux (ϕ = 18˚ ).
Sur une e´chelle logarithmique, le de´placement radial s’acce´le`re avec la de´gradation
de la cohe´sion (FIG. 4.19d). Une phe´nome`ne inverse est observe´ pour le cas de l’angle de
frottement ou` l’augmentation du de´placement ralentit au fur et a` mesure de la de´gradation
de l’angle de frottement ϕ (FIG. 4.21).
L’e´tude de l’e´volution de la convergence correspondant a` une de´gradation unite´ (1˚ ) de
l’angle de frottement (TAB. 4.10) montre que pour les joints dont la cohe´sion est tre`s faible
Cw = 0, 1− 0, 2 MPa, la diminution d’un degre´ de l’angle de frottement peut conduire a`
une hausse maximale de 40% (Cw = 0, 1 MPa, θ = 90˚ ) et minimale de 15% (Cw = 0, 2
MPa, θ = 0˚ )(FIG. 4.22a)
L’anisotropie de de´formation βd, quant a` elle, pour les joints dont la cohe´sion est
faible Cw = 0, 1−0, 2MPa, est encore tre`s sensible avec une augmentation plus de 6%. En
de´passant 0,6 MPa, l’anisotropie de de´formation du terrain ne de´pend plus de l’angle de
frottement. Ce dernier est illustre´ par une augmentation βd de moins de 2% (FIG. 4.22b)
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Figure 4.19: E´volution des convergences a` 0˚ et a` 90˚ en fonction de la cohe´sion – Jeu
B − 3d, l’angle de frottement ϕ = 20˚
4.5.5 Anisotropie des parame`tres me´caniques e´lastiques
L’e´tude est re´alise´ avec diffe´rents jeux de parame`tres me´caniques ou` l’anisotropie
me´canique βE varie de 1 a` 10, tout d’abord sous l’e´tat de contrainte isotrope et puis
anisotrope. La FIG. 4.23c pre´sente l’e´volution de l’anisotropie βd en fonction de l’aniso-
tropie me´canique βE pour plusieurs valeurs de la cohe´sion Cw et l’angle de frottement ϕ
sous l’e´tat de contrainte initiale isotrope du jeu 3d ∆σx = ∆σy = 8 MPa.
Pour un chargement isotrope, une approximation avec un polynoˆme du premier de´gre´
est acceptable :
βd = k (Cw, ϕ) βE + b (Cw, ϕ) (4.186)
La FIG. 4.23a repre´sente la relation βE−βd pour les joints de forte re´sistance (Cw = 1, 5
MPa), gre´seux (ϕ = 25˚ ) et la FIG. 4.23b repre´sente le cas des joints de faible re´sistance
(Cw = 0, 1 MPa, ϕ = 18˚ ).
Dans le cas du de´chargement anisotrope, la relation βd − βE n’est plus une fonction
polynoˆme de premier degre´. La FIG. 4.24 repre´sente la relation βE − βd pour diffe´rents
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Figure 4.20: E´volution de l’anisotropie de de´formation en fonction de la cohe´sion Cw
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Figure 4.21: E´volution de la convergence avec la de´gradation de l’angle de frottement ϕ
pour diffe´rentes valeurs de la cohe´sion Cw - Jeu B − 3d
e´tats de contraintes. Pour un e´tat fortement anisotrope (βs = 1, 5) une approximation par
un polynoˆme du 3e`me degre´ est utilise´e.
4.6 Application a` la descenderie de Saint-Martin-la-
Porte
Dans le chapitre 3, une proce´dure de traitement ge´ome´trique des donne´es de conver-
gence et de nivellement a permis de caracte´riser l’anisotropie observe´e an calant la de´formation
des sections sous la forme d’ellipse. La proce´dure permet donc de mettre en e´vidence
deux directions principales de de´formations. L’application de la loi de convergence semi–
empirique de Sulem [53] sur les donne´es re´–interpre´te´es (convergences dans les deux direc-
tions principales) a permis de de´terminer les convergences a` court terme et a` long terme
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Cw = 0, 1 MPa Cw = 0, 2 MPa
ϕ(˚ )
convergence (mm) variation incre´mentale % convergence (mm) variation incre´mentale %
C(0˚ ) C(90˚ ) ∆C(0˚ ) ∆C(90˚ ) C(0˚ ) C(90˚ ) ∆C(0˚ ) ∆C(90˚ )
28 131,26 271,17 38,8 39,84 72,04 146,27 26,23 26,8
27 214,46 450,76 34,98 35,92 97,65 199,83 23,57 24,23
26 329,84 703,4 32,12 32,92 127,77 263,74 21,61 22,27
25 485,95 1048,62 29,82 30,49 163 339,32 20,07 20,7
24 692,43 1508,53 27,88 28,44 203,92 427,9 18,8 19,39
23 960,12 2108,07 26,2 26,67 251,13 530,81 17,72 18,26
22 1301,05 2874,96 24,73 25,13 305,22 649,4 16,79 17,28
21 1728,43 3839,76 23,41 23,75 366,79 785,05 15,96 16,41
20 2256,69 5035,84 22,22 22,52 436,45 939,14 15,22 15,63
19 2901,43 6499,33 21,14 21,4 514,79 1113,07 14,55 14,92
18 3679,39 8269,07 - - 602,43 1308,23 - -
Cw = 0, 6 MPa Cw = 1 MPa
ϕ(˚ )
convergence (mm) variation incre´mentale % convergence (mm) variation incre´mentale %
C(0˚ ) C(90˚ ) ∆C(0˚ ) ∆C(90˚ ) C(0˚ ) C(90˚ ) ∆C(0˚ ) ∆C(90˚ )
28 43,53 88,05 12,51 12,46 38,59 78,2 8,39 8,27
27 49,76 100,59 11,43 11,48 42,13 85,25 7,77 7,71
26 56,18 113,63 10,56 10,67 45,68 92,37 7,25 7,23
25 62,81 127,21 9,84 10 49,25 99,57 6,81 6,82
24 69,66 141,34 9,23 9,42 52,85 106,86 6,42 6,46
23 76,74 156,03 8,7 8,91 56,47 114,24 6,07 6,13
22 84,06 171,29 8,24 8,46 60,13 121,7 5,77 5,84
21 91,61 187,13 7,84 8,06 63,8 129,26 5,49 5,58
20 99,41 203,54 7,48 7,7 67,51 136,9 5,24 5,34
19 107,44 220,53 7,15 7,37 71,24 144,62 5,01 5,12
18 115,71 238,08 - - 75,01 152,42 - -
Cw = 1, 3 MPa
ϕ(˚ )
convergence (mm) variation incre´mentale %
C(0˚ ) C(90˚ ) ∆C(0˚ ) ∆C(90˚ )
28 36,93 74,9 6,75 6,62
27 39,6 80,21 6,3 6,21
26 42,27 85,52 5,91 5,86
25 44,92 90,84 5,57 5,54
24 47,57 96,17 5,27 5,26
23 50,21 101,51 5 5,01
22 52,86 106,87 4,76 4,78
21 55,49 112,24 4,54 4,58
20 58,13 117,62 4,33 4,39
19 60,76 123,01 4,15 4,21
18 63,4 128,42 - -
- : Valeurs importantes correspondant a` une fermeture comple`te
Tab 4.10: Convergences et leurs variations – jeu B − 3d
du terrain (3.4). Dans cette section, on pre´sente l’application du mode`le de calcul e´lastique
non–line´aire de´veloppe´ aux sections 4.3 et 4.4 dans le cadre d’une me´thode d’analyse in-
verse pour de´terminer les parame`tres me´caniques repre´sentatifs du terrain rencontre´ dans
la descenderie de Saint-Martin-la-Porte.
4.6.1 De´termination des parame`tres ge´ome´triques
Discre´tisation ge´ome´trique du milieu : Dans le tronc¸on e´tudie´ PM 1300-1550, deux
profils du soute`nement ont e´te´ utilise´s (cf. section 1.2.4). Du PM 1300 au PM 1399,
la descenderie a e´te´ initialement excave´ avec le profil P7–3 dont la section d’ouverture
assimilable a` un cercle de 5,5 m du rayon. A partir du PM 1399, la section a e´te´ e´largie
avec le profil DSM d’environ 6 m de rayon. La discre´tisation spatiale est donc faite pour
deux rayons inte´rieurs diffe´rents : Ri = 5, 5 m pour le sub–tronc¸on du profil P7–3 et Ri = 6
m pour le sub–tronc¸on du profil DSM. Le rayon exte´rieur, quant a` lui, est identique :
Re = 100 m.
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Figure 4.22: E´volution de la convergence 0˚ en fonction de l’angle de frottement – Jeu
B − 3d
Le taux de discre´tisation cr controˆle la discre´tisation du milieu. Des e´tudes pre´liminaires
ont montre´ qu’une discre´tisation re´gulie`re avec 1 ≤ cr ≤ 1, 2 risque de sous–estimer les
de´placements et les contraintes a` la paroi. Une discre´tisation avec un taux cr trop e´leve´
(cr ≥ 1, 5) discre´tise au contraire le milieu trop finement et sans utilite´ pour le pre´cision
des calculs a` proximite´ de la paroi. Un taux de discre´tisation cr = 1, 4 a e´te´ finalement
choisi.
Incre´mentation de de´chargement : Comme mentionne´ dans la section 4.5.1, une
incre´mentation re´gulie`re du de´chargement conduit a` des incertitudes du calcul. Une incre´-
mentation progressive est donc adopte´e en utilisant une se´rie ge´ome´trique avec la raison
q :
∆σ1,∆σ2,∆σ3, . . . ,∆σn
avec ∆σi = q
i−1σ0
1−qn
1−q
Panet [4], a` partir de mode`les nume´riques axisyme´triques, a e´tabli la variation de la
composante radiale ur du de´placement a` l’intrados d’un tunnel a` section circulaire de
rayon R en fonction de la distance x au front de taille. Dans le domaine e´lastique, lorsque
la distance x est telle que −2R ≤ x ≤ 4R, on peut poser :
ur = α(x)
σ0R
2G
(4.187)
avec α(x) une fonction sans dimension ayant pour expression :
α(x) = α0 + (1− α0) a(x) (4.188)
ou` :
a(x) = 1−
(
mR
mR + x
)2
(4.189)
A la descenderie de Saint-Martin-la-Porte, le soute`nement a souvent e´te´ mis en place a`
une distance de 1 a` 2 m au front de taille. La valeur de α(x) selon Panet [4] est α(x) = 0, 42
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Figure 4.23: E´volution de l’anisotropie de de´formation βd en fonction de l’anisotropie
me´canique βE
correspondant a` x
R
= 0, 1. C’est-a`-dire, le taux de de´confinement a` la pose du soute`nement
est λ = 0, 42. La convergence mesure´e loin du front de taille est donc :
Cmesure´e = Cλ=1 − Cλ=0,42 (4.190)
C’est pourquoi on a choisi la valeur 0,6 pour la raison q de la suite ge´ome´trique afin
que ∆σ1 ≈ 0, 42σ0
4.6.2 Identification des parame`tres de l’analyse inverse
La de´termination des parame`tres me´caniques du terrain par analyse inverse en utilisant
le mode`le de calcul e´lastique non–line´aire propose´ est re´alise´ sur les re´sultats pre´sente´s
dans le TAB. 3.4, obtenus par l’application de la loi de convergence de Sulem [53] sur les
axes principaux de de´formations.
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Figure 4.24: Comparaison de la relation βd − βE sous l’e´tat de contrainte isotrope et
anisotrope
L’analyse inverse consiste a` rechercher les 5 parame`tres me´caniques du terrain (Eh,
Ev, Gvh, νhv et νh), les 2 parame`tres de la loi de de´gradation hyperbolique (Cw et ϕ) et
l’e´tat de contrainte initial.
E´tat de contrainte : Le tronc¸on e´tudie´ est creuse´ dans un massif rocheux, sous une
hauteur de couverture de 300 m (au PM 1330) a` 380 m (au PM 1545). La contrainte
ge´ostatique correspondant au simple poids des terres est donc de 8 a` 10 MPa (en supposant
que la masse volumique du terrain est 2650 kg/m3). En outre, le tronc¸on se trouve dans
une zone de glissement, un e´tat de contrainte anisotrope est donc possible mais tre`s difficile
a` de´terminer. Pellet [60] dans son analyse a suppose´ un e´tat de contrainte initiale isotrope
de 7,5 MPa. Dans l’analyse suivante, on a suppose´ un e´tat de contrainte isotrope de 8
MPa sur l’ensemble du tronc¸on e´tudie´ (du PM 1300 au PM 1545).
Parame`tres de re´sistance : La cohe´sion Cw et l’angle de frottement ϕ peuvent eˆtre
de´termine´s par les essais en laboratoire (essai de cisaillement direct ou les essais a` l’appareil
triaxial de re´volution). Dans le tronc¸on e´tudie´, la valeur 0,6 MPa a e´te´ donne´e a` la cohe´sion
(Pellet 2009 [60]), ce qui est utilise´ dans l’analyse inverse pre´sente´e dans la suite.
Quant a` l’angle de frottement ϕ, Pellet [60] a suppose´ ϕ = 26˚ . La de´termination
de l’angle de frottement de´grade´ a` long terme n’est pas facile. Plusieurs auteurs dans
l’e´tude du comportement a` court terme et a` long terme du terrain ont suppose´ une valeur
constante pour l’angle de frottement ϕ afin de simplifier le proble`me. Dans cet esprit, on
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Figure 4.25: Variation du module d’e´lasticite´ au long du tronc¸on e´tudie´
a impose´ une valeur constante de 20˚ pour l’angle de frottement a` court terme et aussi a`
long terme.
4.6.3 De´termination des proprie´te´s me´caniques du terrain
L’analyse inverse a e´te´ re´alise´e en faisant les hypothe`ses suivantes :
– e´tat de contrainte initiale isotrope σ0 = 8 MPa ;
– cohe´sion a` court terme Cw = 0, 6 MPa ;
– angle de frottement ϕ constant ϕ = 20˚ .
Le passage du comportement a` court terme au comportement a` long terme consiste a`
de´grader seulement la cohe´sion Cw.
Pour une section donne´e, le rapport d’anisotropie de la de´formation a` court terme βd
peut donner un ordre de grandeur de l’anisotropie me´canique βE en utilisant la FIG. 4.23.
Pour une zone homoge`ne, le rapport de la cohe´sion a` long terme sur la cohe´sion a`
court terme est sensiblement constant, ce qui conforme au fait que le parame`tre m de la
loi de convergence, correspondant au rapport entre la convergence diffe´re´e et la conver-
gence instantane´e, est constant. La cohe´sion est ainsi de´grade´e a` une meˆme valeur (ou a`
une valeur approximative) a` long terme dans chaque zone homoge`ne. Les re´sultats sont
pre´sente´s dans le TAB. 4.11.
La variation des modules d’e´lasticite´ du grand axe et du petit axe en fonction du PM
est pre´sente´ dans la FIG. 4.25.
La FIG. 4.26 pre´sente la comparaison des convergences a` court terme et a` long terme
donne´es par la loi de convergence de Sulem et par le mode`le de calcul e´lastique anisotrope
non–line´aire.
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Figure 4.26: Comparaison des convergences a` court terme et a` long terme donne´es par
la loi de convergence de Sulem et par le mode`le propose´
Pre´sentation dans un sche´ma convergence-confinement Les re´sultats obtenus
dans le TAB. 4.11 peuvent eˆtre pre´sente´s dans un sche´ma convergence-confinement. La
FIG. 4.27a repre´sente par titre d’exemple les courbes de convergence a` court terme
et a` long terme e´tabli par le mode`le de calcul e´lastique non-line´aire et par le mode`le
e´lastoplastique type Mohr-Coulomb du PM 1342.
La FIG. 4.28 repre´sente graphiquement le de´placement des points aux diffe´rentes di-
rections θ dans le massif.
4.6.4 Comparaison avec d’autres re´tro–analyses
Les re´tro–analyses effectue´es e´galement sur les convergences dans le cadre d’une loi
de comportement e´lasto–plastique avant le PM 1215, d’apre`s Rettighieri et al. [23], ont
conduit a` l’e´valuation suivante des caracte´ristiques me´caniques : module d’e´lasticite´ E =
500 MPa, cohe´sion = 0,2 MPa et angle de frottement ϕ = 25˚ .
Barla et al. (2008) [61], en utilisant le mode`le viscoe´lastique–plastique CVISC ont
de´termine´ les parame`tres me´caniques suivants pour le terrain au PM 1406 :
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Figure 4.27: Courbes de convergence e´tablies par le mode`le de calcul e´lastique non-
line´aire et le mode`le e´lastoplastique
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Figure 4.28: De´placement radial des points dans le massif
Au PM 1311, l’utilisation du mode`le SHELVIP [61] (Stress Hardening ELastic VIscous
Plastic model), un mode`le de´rive´ de la the´orie de viscoplasticite´ de Perzyna (cf section
2.5) en ajoutant un composant plastique de´pendant du temps (Debernardi [62]), pour
reproduire la convergence a conduit a` une valeur de 600 MPa pour le module d’e´lasticite´.
Le mode`le de calcul e´lastique non–line´aire a permis de de´terminer, dans la zone 1 du
PM 1311 au PM 1342, une plage de variation du module d’e´lasticite´ de 430 a` 500 MPa
dans la direction paralle`le aux plans de discontinuite´ et une plage de 360 a` 420 MPa dans
la direction normale aux plans de discontinuite´. Le comportement a` long terme est traduit
par la de´gradation de la cohe´sion d’une valeur initiale de 0,6 MPa a` une valeur de 0,13 a`
0,14 MPa. Dans la zone 2, on observe une de´gradation plus forte, a` une valeur de 0,11-0,12
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unite´ Valeur
Module d’e´lasticite´ E MPa 1441
Coefficient de Poisson ν - 0,25
Cohesion c MPa 0,61
angle de frottement ϕ ˚ 28
Tab 4.12: Parame`tres me´caniques du terrain selon le mode`le CVISC au PM 1406
MPa pour la cohe´sion Cw a` long terme. Dans les zones suivantes, l’effet diffe´re´ conduit a`
une de´gradation a` 0,15-0,16 MPa.
Le module d’e´lasticite´, quant a` lui, varie de 265 a` 630 MPa dans la direction normale
aux plans de discontinuite´ et de 425 a` 1430 MPa dans la direction paralle`le aux plans de
discontinuite´.
En re´sume´, le passage du court terme au long terme du comportement du terrain dans
le tronc¸on e´tudie´ peut eˆtre traduit par une de´gradation de 75 a` 80 % de la cohe´sion Cw.
4.7 Conclusion
Le mode`le de calcul e´lastique non–line´aire, applique´ a` la descenderie de Saint-Martin-
la-Porte permet de reproduire les convergences anisotropes, donne´es par l’application de
la loi de convergence aux e´volutions de convergences dans les deux directions principales
de de´formation. L’effet diffe´re´ est pris simplement en compte par une de´gradation de la
cohe´sion Cw qui permet le passage des convergences a` court terme et a` long terme.
Le mode`le ne peut toutefois pas de´crire l’e´volution continue dans le temps et le calcul
dans le domaine e´lastique ne permet pas de repre´senter une zone de´comprime´ dans laquelle
la contrainte orthoradiale diminue pre`s de la paroi.
A partir des deux valeurs maximales et minimales de la cohe´sion, il serait inte´ressant de
de´velopper une loi d’e´volution afin de pouvoir de´crire le de´veloppement des convergences
au cours du temps.
Conclusions et Perspectives
Conclusions
Le travail pre´sente´ dans ce me´moire, consacre´ aux analyses des donne´es ge´ologiques et
d’ausculation de la descenderie de Saint-Martin-la-Porte, a pour but de mieux caracte´riser
le comportement anisotrope des tunnels en terrain poussant.
Lors de la rencontre des schistes Houiller, le creusement de la descenderie de Saint-
Martin-la-Porte a e´te´ confronte´ a` des difficulte´s extreˆmes. Le suivi des de´placements en
paroi de la descenderie par vise´e optique a montre´ des de´formations pluri-de´cime´triques,
diffe´re´es et anisotropes. L’exploitation de ces donne´es de convergence-nivellement dans le
cadre d’un processus de traitement ge´ome´trique a permis de reconstituer la cine´matique
de de´formation en paroi au cours du temps. La de´formation des sections e´tudie´es a pu eˆtre
reconstitue´e a` partir du calage d’une ellipse sont les axes donnent les directions principales
de la de´formation. L’orientation de l’ellipse et l’e´volution en temps de la longueur des axes
permettent de quantifier l’anisotropie du comportement.
Pour la descenderie de Saint-Martin-la-Porte, sur le tronc¸on e´tudie´ PM 1250-1550, 7
zones homoge`nes d’un point de vue cine´matique ont e´te´ identifie´es.
La loi de convergence semi-empirique de Sulem a e´te´ applique´e de fac¸on syste´matique
pour toutes les sections instrumente´es du tronc¸on e´tudie´. Les quatre parame`tres de la loi
ont e´te´ cale´s pour les axes principaux de l’ellipse de de´formation en supposant que les
deux parame`tres de la loi de´crivent la re´ponse diffe´re´e (T et m cale´s sur les arreˆts du
front) sont isotropes, tandis que les deux parame`tres lie´s a` la re´ponse instantane´e (X et
C∞x) de´pendent de la direction de mesure. Cette de´marche permet de pre´voir l’e´volution
dans le temps de la de´formation et en particulier la de´formation totale attendue.
Afin d’identifier les facteurs ge´ologiques pouvant conduire a` l’anisotropie des de´forma-
tions observe´es dans la descenderie, des e´tudes lithologiques et structurales ont e´te´ mene´es.
Les proportions des diffe´rents facie`s releve´s au front de taille ont montre´ que les zones
de forte convergence correspondent aux fortes proportions de shales et de charbon dans
une zone he´te´roge`ne fortement cataclase´e.
En ce qui concerne l’orientation de l’anisotropie, une analyse structurale a permis de
de´terminer les familles de discontinuite´ repre´sentatives pour chaque zone identifie´e comme
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homoge`ne d’un point de vue cine´matique. Ces familles de discontinuite´s repre´sentatives
ont e´te´ ensuite associe´es a` des ellipso¨ıdes de de´formation dont l’intersection avec le plan
du front de taille repre´sente l’ellipse de de´formation associe´e. La comparaison de cette
dernie`re avec l’ellipse de de´formation apparente, issue du calage de l’ellipse des sections
de´forme´es, permet finalement de de´terminer les familles dont l’influence est dominante.
L’analyse structurale a mis en e´vidence une influence remarquable de certaines familles
de schistosite´ sur l’anisotropie observe´e dans quelques zones. Mais en re`gle ge´ne´rale, l’ani-
sotropie observe´e semble eˆtre influence´ par une combinaison des familles de discontinuite´
repre´sentatives apparues.
L’application successive du processus de traitement ge´ome´trique pour obtenir l’ellipse
de de´formation, du calage de la de´formation de cette ellipse par la loi de convergence de
Sulem permet de de´crire en temps re´el, pendant la phase de construction, les de´formations
en paroi de la descenderie et de pre´voir leurs e´volutions dans le temps au fur et a` mesure
de l’excavation. Cependant l’extrapolation a` d’autres conditions de terrains, d’e´tat ini-
tial de contraintes et d’excavation ne´cessitent le de´veloppement d’un mode`le me´canique
robuste. Une solution analytique bidimensionnelle base´e sur la the´orie des variables com-
plexes a e´te´ de´veloppe´e pour un tunnel creuse´ dans un massif e´lastique isotrope transverse
et pour un e´tat de contrainte anisotrope. L’inte´gration de la solution dans le cadre de la
me´thode semi-analytique des matrices de transfert a permis de prendre en compte la non-
line´arite´ du comportement par l’interme´diaire d’une loi de de´gradation hyperbolique des
proprie´te´s me´caniques. Ce mode`le a e´te´ utilise´ dans de cadre d’une analyse inverse pour
de´terminer les proprie´te´s me´caniques anisotropes du terrain rencontre´ dans la descen-
derie de Saint-Martin-la-Porte. On a montre´ que les fortes convergences et l’anisotropie
observe´es pouvaient eˆtre reproduites par l’anisotropie des modules d’e´lasticite´ et par la
de´gradation du seul parame`tre de cohe´sion des plans de faiblesse du mode`le anisotrope
conside´re´.
Perspectives
La de´marche a e´te´ applique´e pour un tronc¸on de la descenderie pre´sentant un axe rela-
tivement constant. L’application de cette de´marche pour le tronc¸on creuse´ dans une autre
direction est susceptible de fournir des informations comple´mentaires sur la cine´matique
de la paroi. Toutefois, les convergences plus faibles et plus isotropes mesure´es dans le 2e`me
tronc¸on nuiront a` la pertinence de la de´marche
Le processus de traitement ge´ome´trique et le calage de l’ellipse ainsi que l’applica-
tion de la loi de convergence de Sulem ne permettent d’exploiter que les mesures de
convergence-nivellement en paroi. Pour une e´tude comple`te, les mesures d’extensome`tres
radiaux doivent e´galement eˆtre exploite´s pour tenir compte des de´placements a` l’inte´rieur
du massif depuis la paroi. Les mesures de contraintes dans les anneaux be´tons peuvent
par ailleurs eˆtre exploite´es en utilisant la solution de´veloppe´e dans ce travail pour un
anneau e´lastique isotrope soumis un chargement anisotrope. Cette analyse permet de
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de´terminer l’e´volution de l’e´tat de contrainte applique´ au reveˆtement au cours du temps
et e´ventuellement donner une ordre de grandeur de la contrainte initiale applique´e.
Dans la phase actuelle du mode`le me´canique que nous avons de´veloppe´, le compor-
tement diffe´re´ est pris en compte implicitement en conside´rant la de´gradation d’un seul
parame`tre de cohe´sion afin de de´crire les re´sistances a` court terme et a` long terme du
terrain. La prise en compte explicite de l’effet du temps peut eˆtre inte´gre´e dans le mode`le
de calcul propose´ en de´veloppant un mode`le viscoplastique. Ce mode`le serait base´ comme
le mode`le d’e´lasticite´ anisotrope non line´aire utilise´ dans ce travail, sur l’existence de
plans de faiblesse pour lesquels une re´ponse en cisaillement de type visqueux peut eˆtre
conside´re´e.
Ces ame´liorations apporte´es au mode`le me´canique permettent d’envisager des e´tudes
pre´liminaires pour le tunnel de base. Le caracte`re semi-analytique du mode`le permet des
e´tudes parame´triques simples. Cependant sa nature bi-dimensionnelle limite son applica-
tion a` la complexite´ des cas re´els. L’extension tridimensionnelle est envisageable dans le
cadre d’une mode´lisation par e´le´ments finis et de l’inte´gration des lois de comportement
de´veloppe´es a` un logiciel de calcul tridimensionnel.
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Annexe A
Notations
On pre´sente les diffe´rentes notations utilise´es dans le me´moire. De fac¸on ge´ne´rale, les
conventions suivantes sont conside´re´es :
– on utilise les syste`mes de coordonne´es carte´siennes (ex, ey, ez) et cylindriques (er, eθ, ez) ;
– conforme´ment a` la convention en Me´canique des Sols, les contraintes de compression
sont positives et les extensions ne´gatives ;
– l’exposant h,v se re´fe`rent respectivement a` la direction paralle`le et normale au plan
de discontinuite´.
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Annexe B
Discontinuite´
B.1 Convention de description des discontinuite´s
en France
pays anglo–
saxons
Recommandation
AFTES
Convention
main droite
Convention
main gauche
azimut entre
0˚ et 180˚ en
tournant vers
l’Est
direction du
pendage, entre
0˚ et 360˚ en
tournant vers
l’Est
direction du
pendage, entre
0˚ et 360˚ en
tournant vers
l’Est
azimut entre 0˚
et 360˚ en tour-
nant vers l’Est
azimut entre 0˚
et 360˚ en tour-
nant vers l’Est
pendage β
entre 0˚ et 90˚
pendage β entre
0˚ et 90˚
pendage β entre
0˚ et 90˚
pendage β
entre 0˚ et 90˚
en tournant
vers l’Est de
l’azimut
pendage β
entre 0˚ et 90˚
en tournant
vers l’Ouest de
l’azimut
la direction
du pendage
indique´e
globalement
(N,S,E ou
OU)
Tab B.1: Convention de decription des discontinuite´s
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B.2 Repre´sentation des plans de familles de disconti-
nuite´ par zone – Calcul de l’angle entre les plans
de discontinuite´ et le plan de faiblesse me´canique
apparent
B.2. Repre´sentation des plans de familles de discontinuite´ par zone – Calcul de l’angle entre
les plans de discontinuite´ et le plan de faiblesse me´canique apparent 191
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Annexe C
De´termination des coefficients du
de´placement
Le potentiel φ est une fonction re´elle de deux variables anisotrope z1 et z2 :
φ = Ω (z1) + Ω (z1) + ω (z2) + ω (z2) (C.1)
avec z1 = x+ i
1√
α1
y et z2 = x+ i
1√
α2
y
Les de´rive´es s’e´crivent :
∂z1
∂x
=
∂z2
∂x
=
∂z1
∂x
=
∂z2
∂x
= 1 (C.2)
∂z1
∂y
= −∂z1
∂y
= i
1√
α1
(C.3)
∂z2
∂y
= −∂z2
∂y
= i
1√
α2
(C.4)
En coordonne´es carte´siennes, les contraintes sont donne´es par l’expression (2.37) :
σx =
∂2φ
∂y2
, σy =
∂2φ
∂x2
et τxy = − ∂
2φ
∂x∂y
(C.5)
avec :
∂φ
∂x
=
∂
∂x
Ω (z1) +
∂
∂x
Ω (z1) +
∂
∂x
ω (z2) +
∂
∂x
ω (z2)
=
∂Ω (z1)
∂z1
∂z1
∂x
+
∂Ω (z1)
∂z1
∂z1
∂x
+
∂ω (z2)
∂z2
∂z2
∂x
+
∂ω (z2)
∂z2
∂z2
∂x
= Ω′ (z1) + Ω′ (z1) + ω′ (z2) + ω′ (z2) (C.6)
∂2φ
∂x2
=
∂
∂x
Ω′ (z1) +
∂
∂x
Ω′ (z1) +
∂
∂x
ω′ (z2) +
∂
∂x
ω′ (z2)
=
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂x
+
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂x
+
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z2
∂x
+
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z2
∂x
= Ω” (z1) + Ω” (z1) + ω” (z2) + ω” (z2) (C.7)
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∂φ
∂y
=
∂
∂y
Ω (z1) +
∂
∂y
Ω (z1) +
∂
∂y
ω (z2) +
∂
∂y
ω (z2)
=
∂Ω (z1)
∂z1
∂z1
∂y
+
∂Ω (z1)
∂z1
∂z1
∂y
+
∂ω (z2)
∂z2
∂z2
∂y
+
∂ω (z2)
∂z2
∂z2
∂y
= i
1√
α1
Ω′ (z1)− i 1√
α1
Ω′ (z1) + i
1√
α2
ω′ (z2)− i 1√
α2
ω′ (z2) (C.8)
∂2φ
∂y2
= i
1√
α1
∂
∂y
Ω′ (z1)− i 1√
α1
∂
∂y
Ω′ (z1) + i
1√
α2
∂
∂y
ω′ (z2)− i 1√
α2
∂
∂y
ω′ (z2)
= i
1√
α1
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂y
− i 1√
α1
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂y
+ i
1√
α2
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z2
∂y
− i 1√
α2
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z2
∂y
= − 1
α1
Ω” (z1)− 1
α1
Ω” (z1)− 1
α2
ω” (z2)− 1
α2
ω” (z2) (C.9)
∂2φ
∂x∂y
=
∂
∂x
(
i
1√
α1
Ω′ (z1)− i 1√
α1
Ω′ (z1) + i
1√
α2
ω′ (z2)− i 1√
α2
ω′ (z2)
)
= i
1√
α1
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂x
− i 1√
α1
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂x
+ i
1√
α2
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z21
∂x
− i 1√
α2
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z2
∂x
= i
1√
α1
Ω” (z1)− i 1√
α1
Ω” (z1) + i
1√
α2
ω” (z2)− i 1√
α2
ω” (z2) (C.10)
Le remplacement dans (2.37) conduit a` :
σx =
∂2φ
∂y2
= − 1
α1
Ω” (z1)− 1
α1
Ω” (z1)− 1
α2
ω” (z2)− 1
α2
ω” (z2) (C.11)
σy =
∂2φ
∂x2
= Ω” (z1) + Ω” (z1) + ω” (z2) + ω” (z2) (C.12)
τxy = − ∂
2φ
∂x∂y
= −i 1√
α1
Ω” (z1) + i
1√
α1
Ω” (z1)− i 1√
α2
ω” (z2) + i
1√
α2
ω” (z2)
(C.13)
Le de´placement paralle`le au plan de discontinuite´ s’e´crit :
u =
1
2
(
D +D
)
u =
1
2
(δ1 + ρ1) Ω
′ (z1) +
1
2
(δ1 + ρ1) Ω
′ (z1)
+
1
2
(δ2 + ρ2)ω
′ (z2) +
1
2
(δ2 + ρ2)ω
′ (z2) (C.14)
Le de´placement normal au plan de discontinuite´ s’e´crit :
v = −1
2
i
(
D −D)
v = −1
2
i (δ1 − ρ1) Ω′ (z1) + 1
2
i (δ1 − ρ1) Ω′ (z1)
− 1
2
i (δ2 − ρ2)ω′ (z2) + 1
2
i (δ2 − ρ2)ω′ (z2) (C.15)
Les de´formations sont donne´es par (2.36) :
εx =
∂u
∂x
, εy =
∂v
∂y
et γxy =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
(C.16)
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ou` :
∂u
∂x
=
∂
∂x
[
1
2
(δ1 + ρ1) Ω
′ (z1) +
1
2
(δ1 + ρ1) Ω
′ (z1) +
1
2
(δ2 + ρ2)ω
′ (z2) +
1
2
(δ2 + ρ2)ω
′ (z2)
]
=
1
2
(δ1 + ρ1)
∂
∂x
Ω′ (z1) +
1
2
(δ1 + ρ1)
∂
∂x
Ω′ (z1)
+
1
2
(δ2 + ρ2)
∂
∂x
ω′ (z2) +
1
2
(δ2 + ρ2)
∂
∂x
ω′ (z2)
=
1
2
(δ1 + ρ1)
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂x
+
1
2
(δ1 + ρ1)
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂x
+
1
2
(δ2 + ρ2)
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z2
∂x
+
1
2
(δ2 + ρ2)
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z2
∂x
=
1
2
(δ1 + ρ1) Ω” (z1) +
1
2
(δ1 + ρ1) Ω” (z1)
+
1
2
(δ2 + ρ2)ω” (z2) +
1
2
(δ2 + ρ2)ω” (z2) (C.17)
∂u
∂y
=
∂
∂y
[
1
2
(δ1 + ρ1) Ω
′ (z1) +
1
2
(δ1 + ρ1) Ω
′ (z1) +
1
2
(δ2 + ρ2)ω
′ (z2) +
1
2
(δ2 + ρ2)ω
′ (z2)
]
=
1
2
(δ1 + ρ1)
∂
∂y
Ω′ (z1) +
1
2
(δ1 + ρ1)
∂
∂y
Ω′ (z1)
+
1
2
(δ2 + ρ2)
∂
∂y
ω′ (z2) +
1
2
(δ2 + ρ2)
∂
∂y
ω′ (z2)
=
1
2
(δ1 + ρ1)
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂y
+
1
2
(δ1 + ρ1)
∂Ω′ (z1)
∂z1
∂z1
∂y
+
1
2
(δ2 + ρ2)
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z2
∂y
+
1
2
(δ2 + ρ2)
∂ω′ (z2)
∂z2
∂z2
∂y
=
1
2
i
1√
α1
(δ1 + ρ1) Ω” (z1)− 1
2
i
1√
α1
(δ1 + ρ1) Ω” (z1)
+
1
2
i
1√
α2
(δ2 + ρ2)ω” (z2)− 1
2
i
1√
α2
(δ2 + ρ2)ω” (z2) (C.18)
∂v
∂y
=
∂
∂y
[
−1
2
i (δ1 − ρ1) Ω′ (z1) + 1
2
i (δ1 − ρ1) Ω′ (z1)
− 1
2
i (δ2 − ρ2)ω′ (z2) + 1
2
i (δ2 − ρ2)ω′ (z2)
]
= −1
2
i (δ1 − ρ1) ∂
∂y
Ω′ (z1) +
1
2
i (δ1 − ρ1) ∂
∂y
Ω′ (z1)
− 1
2
i (δ2 − ρ2) ∂
∂y
ω′ (z2) +
1
2
i (δ2 − ρ2) ∂
∂y
ω′ (z2)
= −1
2
i (δ1 − ρ1) ∂Ω
′ (z1)
∂z1
∂z1
∂y
+
1
2
i (δ1 − ρ1) ∂Ω
′ (z1)
∂z1
∂z1
∂y
− 1
2
i (δ2 − ρ2) ∂ω
′ (z2)
∂z2
∂z2
∂y
+
1
2
i (δ2 − ρ2) ∂ω
′ (z2)
∂z2
∂z2
∂y
=
1
2
1√
α1
(δ1 − ρ1) Ω” (z1) + 1
2
1√
α1
(δ1 − ρ1) Ω” (z1)
+
1
2
1√
α2
(δ2 − ρ2)ω” (z2) + 1
2
1√
α2
(δ2 − ρ2)ω” (z2) (C.19)
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∂v
∂x
=
∂
∂x
[
−1
2
i (δ1 − ρ1) Ω′ (z1) + 1
2
i (δ1 − ρ1) Ω′ (z1)
− 1
2
i (δ2 − ρ2)ω′ (z2) + 1
2
i (δ2 − ρ2)ω′ (z2)
]
= −1
2
i (δ1 − ρ1) ∂
∂x
Ω′ (z1) +
1
2
i (δ1 − ρ1) ∂
∂x
Ω′ (z1)
− 1
2
i (δ2 − ρ2) ∂
∂x
ω′ (z2) +
1
2
i (δ2 − ρ2) ∂
∂x
ω′ (z2)
= −1
2
i (δ1 − ρ1) ∂Ω
′ (z1)
∂z1
∂z1
∂x
+
1
2
i (δ1 − ρ1) ∂Ω
′ (z1)
∂z1
∂z1
∂x
− 1
2
i (δ2 − ρ2) ∂ω
′ (z2)
∂z2
∂z2
∂x
+
1
2
i (δ2 − ρ2) ∂ω
′ (z2)
∂z2
∂z2
∂x
= −1
2
i (δ1 − ρ1) Ω” (z1) + 1
2
i (δ1 − ρ1) Ω” (z1)
− 1
2
i (δ2 − ρ2)ω” (z2) + 1
2
i (δ2 − ρ2)ω” (z2) (C.20)
Alors :
εx =
1
2
(δ1 + ρ1) Ω” (z1) +
1
2
(δ1 + ρ1) Ω” (z1)
+
1
2
(δ2 + ρ2)ω” (z2) +
1
2
(δ2 + ρ2)ω” (z2) (C.21)
εy =
1
2
1√
α1
(δ1 − ρ1) Ω” (z1) + 1
2
1√
α1
(δ1 − ρ1) Ω” (z1)
+
1
2
1√
α2
(δ2 − ρ2)ω” (z2) + 1
2
1√
α2
(δ2 − ρ2)ω” (z2) (C.22)
γxy =
1
2
i
[
1√
α1
(δ1 + ρ1)− (δ1 − ρ1)
]
Ω” (z1)− 1
2
i
[
1√
α1
(δ1 + ρ1)− (δ1 − ρ1)
]
Ω” (z1)
+
1
2
i
[
1√
α2
(δ2 + ρ2)− (δ2 − ρ2)
]
ω” (z2)− 1
2
i
[
1√
α2
(δ2 + ρ2)− (δ2 − ρ2)
]
ω” (z2)
(C.23)
En remplac¸ant dans la relation de´formation–contrainte (2.54) :{
εx = S11σx + S12σy
εy = S12σx + S22σy
(C.24)
on obtient :
1
2
(δ1 + ρ1) Ω” (z1) +
1
2
(δ1 + ρ1) Ω” (z1) +
1
2
(δ2 + ρ2)ω” (z2)
+1
2
(δ2 + ρ2)ω” (z2) = S11
[
− 1
α1
Ω” (z1)− 1α1 Ω” (z1)− 1α2ω” (z2)− 1α2ω” (z2)
]
+S12 [Ω” (z1) + Ω” (z1) + ω” (z2) + ω” (z2)]
1
2
1√
α1
(δ1 − ρ1) Ω” (z1) +12 1√α1 (δ1 − ρ1) Ω” (z1) + 12 1√α2 (δ2 − ρ2)ω” (z2)
+1
2
1√
α2
(δ2 − ρ2)ω” (z2) = S12
[
− 1
α1
Ω” (z1)− 1α1 Ω” (z1)− 1α2ω” (z2)− 1α2ω” (z2)
]
+S22 [Ω” (z1) + Ω” (z1) + ω” (z2) + ω” (z2)]
(C.25)
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En e´quilibrant les coefficients des fonctions Ω” (z1), ω” (z2), Ω” (z1) et ω” (z2), on arrive
a` : 
1
2
(δ1 + ρ1) = − 1α1S11 + S12
1
2
(δ2 + ρ2) = − 1α2S11 + S12
1
2
1√
α1
(δ1 − ρ1) = − 1α1S12 + S22
1
2
1√
α2
(δ2 − ρ2) = − 1α2S12 + S22
(C.26)
d’ou` : 
δ1 = − 1α1S11 +
(
1− 1√
α1
)
S12 +
√
α1S22
ρ1 = − 1α1S11 +
(
1 + 1√
α1
)
S12 −√α1S22
δ2 = − 1α2S11 +
(
1− 1√
α2
)
S12 +
√
α2S22
ρ2 = − 1α2S11 +
(
1 + 1√
α2
)
S12 −√α2S22
(C.27)

Annexe D
Transformation mathe´matique de la
solution du de´placement
On de´finit une nouvelle variable de de´placement D = u+ iv :
D = u+ iv = δ1Ω
′ (z1) + ρ1Ω′ (z1) + δ2ω′ (z2) + ρ2ω′ (z2) (D.1)
et sa conjugue´e
D = u− iv = δ1Ω′ (z1) + ρ1Ω′ (z1) + δ2ω′ (z2) + ρ2ω′ (z2) (D.2)
Le de´placement vertical et horizontal sont donc :
u = < (D) = < [δ1Ω′ (z1) + ρ1Ω′ (z1) + δ2ω′ (z2) + ρ2ω′ (z2)]
= (δ1 + ρ1)< [Ω′ (z1)] + (δ2 + ρ2)< [ω′ (z2)] (D.3)
v = = [D] = = [δ1Ω′ (z1) + ρ1Ω′ (z1) + δ2ω′ (z2) + ρ2ω′ (z2)]
= (δ1 − ρ1)= [Ω′ (z1)] + (δ2 − ρ2)= [ω′ (z2)] (D.4)
D.1 Cas d’un milieu infini e´lastique isotrope trans-
verse
Les de´rive´es des fonctions Ω (z1) et ω (z2) s’e´crivent :
Ω′ (z1) =
A
2
1
z1
+
∞∑
n=1
−nA2n
(1 + γ1)
2n (z1)
−2n−1 (D.5)
ω′ (z2) =
B
2
1
z2
+
∞∑
n=1
−nB2n
(1 + γ2)
2n (z2)
−2n−1 (D.6)
En cherchant les parties re´elles et imaginaires, on distingue dans les fonctions Ω′ (z1) et
ω′ (z2) les termes correspondant au coefficient A et les termes correspondant aux coefficient
A2n
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Terme 1
z1 =
r
1 + γ1
(
eiθ + γ1e
−iθ) (D.7)
1
z1
=
1
x+ i 1√
α1
y
=
(
x− i 1√
α1
y
)
(
x+ i 1√
α1
y
)(
x− i 1√
α1
y
) = x− i 1√α1y
x2 + 1
α1
y2
(D.8)
<
[
A
2
1
z1
]
= <
[
A
2
x− i 1√
α1
y
x2 + 1
α1
y2
]
=
A
2
x
x2 + 1
α1
y2
=
A
2
cos θ
r
(
cos2 θ + 1
α1
sin2 θ
) (D.9)
=
[
A
2
1
z1
]
= =
[
A
2
x− i 1√
α1
y
x2 + 1
α1
y2
]
= −A
2
1√
α1
y
x2 + 1
α1
y2
= −A
2
1√
α1
sin θ
r
(
cos2 θ + 1
α1
sin2 θ
)(D.10)
et
<
[
B
2
1
z2
]
=
B
2
cos θ
r
(
cos2 θ + 1
α2
sin2 θ
) (D.11)
=
[
B
2
1
z1
]
= −B
2
1√
α2
sin θ
r
(
cos2 θ + 1
α2
sin2 θ
) (D.12)
Terme 2 Le deuxie`me terme peut s’e´crire en utilisant 2.59 :
(z1)
−2n−1
(1 + γ1)
2n =
(
r1e
−iθ1)−2n−1
(1 + γ1)
2n =
ei(2n+1)θ1
r2n+11 (1 + γ1)
2n (D.13)
ce qui peut se re´crire a` partir de l’e´quation 4.10 et les de´veloppement en se´rie de Taylor
4.17
ei(2n+1)θ1
r2n+11
=
(1 + γ1)
2n+1 ei(2n+1)θ
r2n+1 (1 + γ1e2iθ)
2n+1 =
(1 + γ1)
2n+1 ei(2n+1)θ
r2n+1
∞∑
s=0
(
2n+ s
s
)
γs1 (−1)s e2isθ
=
(1 + γ1)
2n+1
r2n+1
∞∑
s=0
(
2n+ s
s
)
γs1 (−1)s ei(2n+2s+1)θ
=
(1 + γ1)
2n+1
r2n+1
∞∑
k=n
(
n+ k
k − n
)
γk−n1 (−1)k−n ei(2k+1)θ (D.14)
D’ou` :
ei(2n+1)θ1
r2n+11 (1 + γ1)
2n =
(1 + γ1)
r2n+1
∞∑
k=n
(
n+ k
k − n
)
γk−n1 (−1)k−n ei(2k+1)θ (D.15)
La deuxie`me terme s’e´crit alors :
∞∑
n=1
−nA2n
(1 + γ1)
2n (z1)
−2n−1 = −
∞∑
n=1
nA2n
ei(2n+1)θ1
r2n+11 (1 + γ1)
2n
= −
∞∑
n=1
∞∑
k=n
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ k
k − n
)
γk−n1 (−1)k−n ei(2k+1)θ
= −
∞∑
s=1
s∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n ei(2s+1)θ(D.16)
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Les parties re´elle et imaginaire :
<
[ ∞∑
n=1
−nA2n
(1 + γ1)
2n (z1)
−2n−1
]
= −
∞∑
s=1
s∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n cos (2s+ 1) θ
(D.17)
=
[ ∞∑
n=1
−nA2n
(1 + γ1)
2n (z1)
−2n−1
]
= −
∞∑
s=1
s∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n sin (2s+ 1) θ
(D.18)
et
<
[ ∞∑
n=1
−nB2n
(1 + γ2)
2n (z2)
−2n−1
]
= −
∞∑
s=1
s∑
n=1
nB2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n2 (−1)s−n cos (2s+ 1) θ
(D.19)
=
[ ∞∑
n=1
−nB2n
(1 + γ1)
2n (z2)
−2n−1
]
= −
∞∑
s=1
s∑
n=1
nB2n (1 + γ2)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n sin (2s+ 1) θ
(D.20)
D.2 Cas d’un anneau e´lastique isotrope transverse
Les de´rive´es des fonctions Ω (z1) et ω (z2) s’e´crivent :
Ω′ (z1) =
A
2
1
z1
+
∞∑
n=1
[ −nA2n
(1 + γ1)
2n (z1)
−2n−1 + n (1 + γ1)
2nC2n (z1)
2n−1
]
(D.21)
ω′ (z2) =
B
2
1
z2
+
∞∑
n=1
[ −nB2n
(1 + γ2)
2n (z2)
−2n−1 + n (1 + γ2)
2nD2n (z2)
2n−1
]
(D.22)
On distingue 3 termes dans la recherche des parties re´elles et imaginaires : le terme 1
zi
, le
terme en puissance ne´gative et le terme en puissance positive.
Terme 1 : le terme 1 peut utiliser les transformations ci-dessus mais afin de pouvoir
implanter la solution dans la me´thode des matrices de transfert (4.4), on e´crit le terme 1
de fac¸on suivante :
z1 =
1
1 + γ1
(z + γ1z) = r1e
iθ1 (D.23)
1
z1
=
1
r1eiθ1
=
1
r1
e−iθ1 (D.24)
Les parties re´elle et imaginaire :
<
[
1
z1
]
= <
[
e−iθ1
r1
]
=
1
r1
cos θ1 = <
[
eiθ1
r1
]
(D.25)
=
[
1
z1
]
= =
[
1
r1
e−iθ1
]
= − 1
r1
sin θ1 = −=
[
eiθ1
r1
]
(D.26)
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ou`
eiθ1
r1
=
(1 + γ1) e
iθ
r (1 + γ1e2iθ)
(D.27)
En de´rivant en fonction de θ l’expression 4.13 :
γ12ie
2iθ
(1 + γ1e2iθ)
=
∞∑
s=1
2iγs1 (−1)s−1 e2isθ (D.28)
1
(1 + γ1e2iθ)
=
∞∑
s=1
γs−11 (−1)s−1 e2i(s−1)θ (D.29)
alors :
eiθ1
r1
=
(1 + γ1) e
iθ
r (1 + γ1e2iθ)
=
(1 + γ1) e
iθ
r
∞∑
s=1
γs−11 (−1)s−1 e2i(s−1)θ
=
(1 + γ1)
r
∞∑
s=1
γs−11 (−1)s−1 ei(2s−1)θ (D.30)
et les parties re´elle et imaginaire du terme 1 s’e´crivent :
<
[
A
2
1
z1
]
= <
[
A
2
eiθ1
r1
]
=
A
2
(1 + γ1)
r
∞∑
s=1
γs−11 (−1)s−1 cos (2s− 1) θ (D.31)
=
[
A
2
1
z1
]
= −=
[
A
2
eiθ1
r1
]
= −A
2
(1 + γ1)
r
∞∑
s=1
γs−11 (−1)s−1 sin (2s− 1) θ (D.32)
<
[
B
2
1
z2
]
=
B
2
(1 + γ2)
r
∞∑
s=1
γs−1B (−1)s−1 cos (2s− 1) θ (D.33)
=
[
B
2
1
zB
]
= −B
2
(1 + γ2)
r
∞∑
s=1
γs−12 (−1)s−1 sin (2s− 1) θ (D.34)
Terme 2 : correspond au deuxie`me terme de la solution pour un milieu infini
Terme 3 en puissance positive
z2n−11 =
r2n−1
(1 + γ1)
2n−1
(
eiθ + γ1e
−iθ)2n−1 = r2n−1
(1 + γ1)
2n−1
2n−1∑
k=0
(
2n− 1
k
)
ei(2n−1−k)θγk1e
−ikθ
=
r2n−1
(1 + γ1)
2n−1
2n−1∑
k=0
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ (D.35)
On a :
2n−1∑
k=0
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ =
n−1∑
k=0
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ+
2n−1∑
k=n
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ
(D.36)
En remplac¸ant l’indice k par l’indice s tel que n − k = s =⇒ k = n − s, le premier
terme s’e´crit :
n−1∑
k=0
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ =
n∑
s=1
(
2n− 1
n− s
)
γn−s1 e
i(2s−1)θ (D.37)
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En remplac¸ant l’indice k par l’indice s tel que k−n = s =⇒ k = n+ s, le deuxie`me terme
s’e´crit :
2n−1∑
k=n
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ =
n−1∑
s=0
(
2n− 1
n+ s
)
γn+s1 e
−i(2s+1)θ =
n∑
s=1
(
2n− 1
n+ s− 1
)
γn+s−11 e
−i(2s−1)θ
(D.38)
Il est donc :
2n−1∑
k=0
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ =
n−1∑
k=0
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ +
2n−1∑
k=n
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ
=
n∑
s=1
(
2n− 1
n− s
)
γn−s1 e
i(2s−1)θ +
n∑
s=1
(
2n− 1
n+ s− 1
)
γn+s−11 e
−i(2s−1)θ
=
n∑
s=1
(
2n− 1
n− s
)
γn−s1 e
i(2s−1)θ +
n∑
s=1
(
2n− 1
n− s
)
γn+s−11 e
−i(2s−1)θ
(D.39)
Alors
∞∑
n=1
n (1 + γ1)
2nC2n (z1)
2n−1 =
∞∑
n=1
n (1 + γ1)
2nC2n
r2n−1
(1 + γ1)
2n−1
2n−1∑
k=0
(
2n− 1
k
)
γk1e
i(2(n−k)−1)θ
=
∞∑
n=1
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
[
n∑
s=1
(
2n− 1
n− s
)
γn−s1 e
i(2s−1)θ +
n∑
s=1
(
2n− 1
n− s
)
γn+s−11 e
−i(2s−1)θ
]
=
∞∑
n=1
n∑
s=1
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s1 e
i(2s−1)θ + γn+s−11 e
−i(2s−1)θ) (D.40)
et
<
[ ∞∑
n=1
nC2n (1 + γ1)
2n (z1)
2n−1
]
=
∞∑
n=1
n∑
s=1
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s1 + γ
n+s−1
1
)
cos (2s− 1) θ(D.41)
=
[ ∞∑
n=1
nC2n (1 + γ1)
2n (z1)
2n−1
]
=
∞∑
n=1
n∑
s=1
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s1 − γn+s−11
)
sin (2s− 1) θ(D.42)
La double somme peut re´crire :
<
[ ∞∑
n=1
nC2n (1 + γ1)
2n (z1)
2n−1
]
=
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s1 + γ
n+s−1
1
)
cos (2s− 1) θ(D.43)
=
[ ∞∑
n=1
nC2n (1 + γ1)
2n (z1)
2n−1
]
=
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s1 − γn+s−11
)
sin (2s− 1) θ(D.44)
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Les parties re´elle et imaginaire des fonctions Ω (z1) et ω (z2) sont donc :
< [Ω′ (z1)] = <
{
A
2
1
z1
+
∞∑
n=1
[ −nA2n
(1 + γ1)
2n (z1)
−2n−1 + n (1 + γ1)
2nC2n (z1)
2n−1
]}
=
A
2
(1 + γ1)
r
∞∑
s=1
γs−11 (−1)s−1 cos (2s− 1) θ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n cos (2s+ 1) θ
+
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nC2n (1 + γ1) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s1 + γ
n+s−1
1
)
cos (2s− 1) θ
(D.45)
< [ω′ (z2)] = B
2
(1 + γ2)
r
∞∑
s=1
γs−12 (−1)s−1 cos (2s− 1) θ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nB2n (1 + γ2)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n2 (−1)s−n cos (2s+ 1) θ
+
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nD2n (1 + γ2) r
2n−1
(
2n− 1
n− s
)(
γn−s2 + γ
n+s−1
2
)
cos (2s− 1) θ
(D.46)
et la partie imaginaire
= [Ω′ (z1)] = =
{
A
2
1
z1
+
∞∑
n=1
[ −nA2n
(1 + γ1)
2n (z1)
−2n−1 + n (1 + γ1)
2nC2n (z1)
2n−1
]}
= −A
2
(1 + γ1)
r
∞∑
s=1
γs−11 (−1)s−1 sin (2s− 1) θ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nA2n (1 + γ1)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n1 (−1)s−n sin (2s+ 1) θ
+
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nC2nr
2n−1
(
2n− 1
n− s
)
(1 + γ1)
(
γn−s1 − γn+s−11
)
sin (2s− 1) θ
(D.47)
= [ω′ (z2)] = −B
2
(1 + γ2)
r
∞∑
s=1
γs−12 (−1)s−1 sin (2s− 1) θ
−
∞∑
s=1
s∑
n=1
nB2n (1 + γ2)
r2n+1
(
n+ s
s− n
)
γs−n2 (−1)s−n sin (2s+ 1) θ
+
∞∑
s=1
∞∑
n=s
nD2nr
2n−1
(
2n− 1
n− s
)
(1 + γ2)
(
γn−s2 − γn+s−12
)
sin (2s− 1) θ
(D.48)
Annexe E
Mise en œuvre de la solution
semi–analytique d’un anneau
e´lastique isotrope transverse en se´rie
tronque´e a` m = 3 termes
L’expression 4.65 du potentiel de contrainte φ correspondant a` la troncature de la se´rie
infinie a` m = 3 termes s’e´crit :
φ = (A+B) ln r +
3∑
n=1
r2n
(
2n
n
)
(C2nγ
n
1 +D2nγ
n
2 )− A ln (1 + γ1)−B ln (1 + γ2)
−
3∑
s=1
[
(−1)s
s
(Aγs1 +Bγ
s
2)−
s∑
n=1
(−1)s−n
r2n
(
n+ s− 1
s− n
)(
A2nγ
s−n
1 +B2nγ
s−n
2
)]
cos 2sθ
+
3∑
s=1
3∑
n=s
r2n
(
2n
n− s
)[
C2n
(
γn+s1 + γ
n−s
1
)
+D2n
(
γn+s2 + γ
n−s
2
)]
cos 2sθ (E.1)
Les expressions 4.112, 4.114 et 4.113 correspondant respectivement a` la contrainte
radiale, orthoradiale et tangentielle s’e´crivent explicitement :

∆σr = f0(r) + f1(r) cos 2θ + f2(r) cos 4θ
∆τrθ = g1(r) sin 2θ + g2(r) sin 4θ
∆σθ = h0(r) + h1(r) cos 2θ + h2(r) cos 24θ
(E.2)
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transverse en se´rie tronque´e a` m = 3 termes
ou` :
f0(r) = (A+B)
1
r2
+ 4γ1C2 + 4γ2D2 + 24r
2
[
C4γ
2
1 +D4γ
2
2
]
+ 120r4
[
C6γ
3
1 +D6γ
3
2
]
f1(r) = − 4
r2
(Aγ1 +Bγ2)− 6
r4
(A2 +B2)− 2
[
C2
(
γ21 + 1
)
+D2
(
γ22 + 1
)]
+ 30r4
[
C6γ
2
1
(
γ21 + 1
)
+D6γ
2
2
(
γ22 + 1
)]
(E.3)
f2(r) =
8
r2
(
Aγ21 +Bγ
2
2
)
+
36
r4
(A2γ1 +B2γ2)− 20
r6
(A4 +B4)
− 12r2 [C4 (γ41 + 1)+D4 (γ42 + 1)]− 60r4 [C6γ1 (γ41 + 1)+D6γ2 (γ42 + 1)](E.4)
g1(r) = − 2
r2
(Aγ1 +Bγ2)− 6
r4
(A2 +B2) + 2
[
C2
(
γ21 + 1
)
+D2
(
γ22 + 1
)]
+ 24r2
[
C4γ1
(
γ21 + 1
)
+D4γ2
(
γ22 + 1
)]
+ 150r4
(
C6γ
2
1
(
γ21 + 1
)
+D6γ
2
2
(
γ22 + 1
))
g2(r) =
2
r2
(
Aγ21 +Bγ
2
2
)
+
24
r4
(A2γ1 +B2γ2)− 20
r6
(A4 +B4)
+ 12r2
[
C4
(
γ41 + 1
)
+D4
(
γ42 + 1
)]
+ 120r4
[
C6γ1
(
γ41 + 1
)
+D6γ2
(
γ42 + 1
)]
(E.5)
f3 − g3 = −10
r2
(
Aγ31 +Bγ
3
2
)− 60
r4
(
A2γ
2
1 +B2γ
2
2
)
+
40
r6
(γ1A4 + γ2B4)
− 60r4 [C6 (γ31 + 1)+D6 (γ32 + 1)] (E.6)
h0(r) = − (A+B) 1
r2
+ 4 (C2γ1 +D2γ2) + 72r
2
(
C4γ
2
1 +D4γ
2
2
)
+ 600r4
(
C6γ
3
1 +D6γ
3
2
)
h1(r) =
6
r4
(A2 +B2) + 450r
4
[
C6γ
2
1
(
γ21 + 1
)
+D6γ
2
2
(
γ22 + 1
)]
+ 48r2
[
C4
(
γ31 + γ1
)
+D4
(
γ32 + γ2
)]
+ 2
[
C2
(
γ21 + 1
)
+D2
(
γ22 + 1
)]
(E.7)
h2(r) = −12
r4
(γ1A2 + γ2B2) +
20
r6
(A4 +B4) + 12r
2
[
C4
(
γ41 + 1
)
+D4
(
γ42 + 1
)]
+ 180r4
[
C6γ1
(
γ41 + 1
)
+D6γ2
(
γ42 + 1
)]
(E.8)
Sous la forme matricielle :

f0
f1
f2
g1
g2
f3 − g3

=

a1,1 a1,2 a1,3 ... a1,12
a2,1 a2,2 a2,3 ... a2,12
a3,1 a3,2 a3,3 ... a3,12
a4,1 a4,2 a4,3 ... a4,12
a5,1 a5,2 a5,3 ... a5,12
a6,1 a6,2 a6,3 ... a6,12

[X] ou` [X] =

A
B
A2
B2
C2
D2
A4
B4
C4
D4
C6
D6

(E.9)
Les de´placements sont donne´s par l’expression :
u = (δ1 + ρ1)< [Ω′ (z1)] + (δ2 + ρ2)< [ω′ (z2)] (E.10)
v = (δ1 − ρ1)= [Ω′ (z1)] + (δ2 − ρ2)= [ω′ (z2)] (E.11)
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avec :
< [Ω′ (z1)] = F1(r) cos θ + F2(r) cos 3θ + F3(r) cos 5θ (E.12)
< [ω′ (z2)] = G1(r) cos θ +G2(r) cos 3θ +G3(r) cos 5θ (E.13)
= [Ω′ (z1)] = H1(r) sin θ +H2(r) sin 3θ +H3(r) sin 5θ (E.14)
= [ω′ (z2)] = K1(r) sin θ +K2(r) sin 3θ +K3(r) sin 5θ (E.15)
ou` :
F1 =
1
2
A
r
(γ1 + 1) + C2r (γ1 + 1)
2 + 6C4r
3γ1 (γ1 + 1)
2 + 30C6r
5γ21 (γ1 + 1)
2
F2 = −12 Ar γ1 (γ1 + 1)− 1r3A2 (γ1 + 1) + 2r3C4 (γ1 + 1) (γ31 + 1) + 15r5C6 (γ1 + 1) (γ41 + γ1)
F3 =
1
2
A
r
γ21 (γ1 + 1) +
3
r3
γ1A2 (γ1 + 1)− 2r5A4 (γ1 + 1) + 3r5C6 (γ1 + 1) (γ51 + 1)
(E.16)
G1 =
1
2
B
r
(γ2 + 1) +D2r (γ2 + 1)
2 + 6D4r
3γ2 (γ2 + 1)
2 + 30D6r
5γ22 (γ2 + 1)
2
G2 = −12 Br γ2 (γ2 + 1)− 1r3B2 (γ2 + 1) + 2r3D4 (γ2 + 1) (γ32 + 1) + 15r5D6 (γ2 + 1) (γ42 + γ2)
G3 =
1
2
B
r
γ22 (γ2 + 1) +
3
r3
γ2B2 (γ2 + 1)− 2r5B4 (γ2 + 1) + 3r5D6 (γ2 + 1) (γ52 + 1)
(E.17)
H1 = −12 Ar (γ1 + 1) + C2r (1− γ21) + 6C4r3γ1 (1− γ21) + 30C6r5γ21 (1− γ21)
H2 =
1
2
A
r
γ1 (γ1 + 1)− 1r3A2 (γ1 + 1)− 2r3C4 (γ1 + 1) (γ31 − 1) + 15r5C6 (γ1 + 1) (γ1 − γ41)
H3 = −12 Ar γ21 (γ1 + 1) + 3r3γ1A2 (γ1 + 1)− 2r5A4 (γ1 + 1)− 3r5C6 (γ1 + 1) (γ51 − 1)
(E.18)
K1 = −12 Br (γ2 + 1) +D2r (1− γ22) + 6D4r3γ2 (1− γ22) + 30D6r5γ22 (1− γ22)
K2 =
1
2
B
r
γ2 (γ2 + 1)− 1r3B2 (γ2 + 1)− 2D4r3 (γ2 + 1) (γ32 − 1) + 15D6r5 (γ2 + 1) (γ2 − γ42)
K3 = −12 Br γ22 (γ2 + 1) + 3r3B2γ2 (γ2 + 1)− 2r5B4 (γ2 + 1)− 3D6r5 (γ2 + 1) (γ52 − 1)
(E.19)
ce qui s’e´crit sous forme matricielle :
F1
F2
F3
G1
G2
G3
H1
H2
H3
K1
K2
K3

=

b1,1 b1,2 b1,3 ... ba1,12
b2,1 b2,2 b2,3 ... b2,12
b3,1 b3,2 b3,3 ... b3,12
... ... ... ... ...
b12,1 b12,2 b12,3 ... b12,12
 [X] (E.20)
Les de´placements s’e´crivent :
u =
3∑
s=1
us cos (2s− 1) θ (E.21)
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transverse en se´rie tronque´e a` m = 3 termes
v =
3∑
s=1
vs sin (2s− 1) θ (E.22)
et sous la forme matricielle :us =
[
as+6,1 as+6,2 as+6,3 ... as+6,12
]
[X]
vs =
[
as+9,1 as+9,2 as+9,3 ... as+9,12
]
[X]
(E.23)
ou` :
as+6,i = (δ1 + ρ1) bs,1 + (δ2 + ρ2) bs+3,1 (E.24)
as+9,i = (δ1 + ρ1) bs+6,1 + (δ2 + ρ2) bs+9,1 (E.25)
Les conditions de continuite´ de la contrainte radiale et tangentielle a` l’interface r = ri
entre l’anneau d’indice i et l’anneau d’indice i+ 1 s’e´crit :[
Zi,i1
]
[X]i =
[
Zi+1,i1
]
[X]i+1 (E.26)
avec :
[
Zi,j1
]
=

ai,j1,1 a
i,j
1,2 a
i,j
1,3 ... a
i,j
1,12
ai,j2,1 a
i,j
2,2 a
i,j
2,3 ... a
i,j
2,12
... ... ... ... ...
ai,j6,1 a
i,j
6,2 a
i,j
6,3 ... a
i,j
6,12
 (E.27)
et les conditions de continuite´ du de´placement radial et tangentielle conduisent a` :[
Zi,i2
]
[X]i =
[
Zi+1,i2
]
[X]i+1 (E.28)
avec :
[
Zi,j2
]
=

ai,j7,1 a
i,j
7,2 a
i,j
7,3 ... a
i,j
7,12
ai,j8,1 a
i,j
8,2 a
i,j
8,3 ... a
i,j
8,12
... ... ... ... ...
ai,j12,1 a
i,j
12,2 a
i,j
12,3 ... a
i,j
12,12
 (E.29)
ce qui se simplifie en : [
Zi,i
]
[X]i =
[
Zi+1,i
]
[X]i+1 (E.30)
ou` :
[
Zi,j
]
=

ai,j1,1 a
i,j
1,2 a
i,j
1,3 ... a
i,j
1,12
ai,j2,1 a
i,j
2,2 a
i,j
2,3 ... a
i,j
2,12
... ... ... ... ...
ai,j12,1 a
i,j
12,2 a
i,j
12,3 ... a
i,j
12,12
 (E.31)
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